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Abstract

The QWERTY distribution is one of the few remnants from the Victorian era that
are still being used and have efects on the daily lives of billions of people. It has
been proven time and time that it is an inefficient distribution by many people, with
some of the research even dating back to 1936 by August Dvorák.

The aim of this work is to find a better distribution heuristically using evolutionary
computing, specifically an evolutionary algorithm able to generate, test, reproduce,
and mutate genomes, in order to try and achieve a global optimimum in the search
space of this optimization problem.

Firstly, we analyze the history of QWERTY, then we analyze the usefulness of
an evolutionary algorithm and its parameters. Finally, the creation of a Python
program that gives us a solution to the problem we are facing and problems that
emerge.

Resum

La distribució QWERTY és uns dels pocs invents de l’era Victoriana que encara
són vigents i que afecten milers de milions de persones arreu del món. Ha sigut
demostrat molts cops que és una distribució ineficient per moltes persones, amb
alguna recerca que data el 1936 per August Dvorák.

L’objectiu d’aquest treball és trobar una millor distribució heurísticament utilitzant
computació evolutiva, en concret un algorisme evolutiu capaç de generar, comprovar,
reproduir i mutar cromosomes, per intentar aconseguir un òptim global en l’espai
de cerca d’aquest problema d’optimització.

Primer s’analitzarà la història de QWERTY, després s’analitza la utilitat d’un algo-
risme evolutiu i els seus paràmetres. Finalment, la creació d’un programa de Python
que ens dona una possible solució al problema el qual ens enfrontem i els problemes
que sorgeixen.
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1 Introducció

1 Introducció

1.1 Presentació i motivacions

Fa uns mesos, l’algorisme de Youtube em va recomanar un vídeo sobre la història de
la distribució QWERTY, que explicava sobre el desenvolupament de les màquines
d’escriure i la necessitat d’inventar una distribució poc eficient per l’usuari, perquè
no s’encallés.

El que fan és accionar un petit martell, que imprimia la lletra corresponent. Si es
premien dues (o més) tecles alhora, o molt seguides, els martells xocaven els uns
contra els altres, aleshores la màquina s’encallava.

Vaig adonar-me que actualment ningú fa servir una màquina d’escriure, i els teclats
van electrònicament, o sigui que no hi hauria cap problema d’encallament. Des-
prés vaig descobrir les distribucions Colemak i Dvorak, que, en el seu moment, van
intentar millorar o substituir QWERTY.

Realment són les millors alternatives a QWERTY?

El TDR consistirà en la creació d’una distribució de teclat amb un algorisme evolu-
tiu, concretament un algorisme genètic, modificant alguns paràmetres per adaptar-
lo al nostre problema. L’objectiu principal d’aquesta distribució serà minimitzar la
distància recorreguda amb els dits per escriure un text. (o sigui, un problema de
minimització).

La motivació principal és la relació del treball amb el món de la ciència de dades
i té molt a veure amb el sector que m’hi vull dedicar després del batxillerat (Ci-
ència/Anàlisi/Enginyeria de dades). D’altra banda, la investigació sobre un camp
relativament nou de la ciència de computadors, l’evolució computacional i algorismes
que busquen una optimització global. Aquests sorgeixen cap els anys 1970 i 1980,
encara que no es consoliden fins els anys 1990, pel limitant en el poder computacional
dels ordinadors de l’època.

1.2 Metodologia

Per resoldre aquest problema primer es farà una recerca sobre QWERTY, els seus
problemes i les alternatives, després es farà una investigació en profunditat sobre
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1 Introducció

els algorismes evolutius i el seu funcionament. Després s’explicarà la naturalesa del
problema i perquè no es pot utilitzar força bruta per la seva resolució.

Finalment, es crearà un programa de Python, que contindrà un algorisme genètic
que millorarà la distribució, amb un text d’entrenament en català, que són fragments
extrets aleatòriament de la Wikipedia, i seguidament la comprovació de l’eficiència
i els problemes que sorgeixen.

1.3 Objectius

El principal objectiu d’aquest treball de recerca és millorar les habilitats de pro-
gramació i trobar una distribució més òptima per l’escriptura de textos. Altres
objectius que m’he proposat al llarg del projecte han sigut:

• Investigació sobre el problemes d’optimització.

• Investigació sobre els diferents tipus d’algorismes evolutius i operadors genè-
tics.

• Preparar un bon conjunt de dades sobre el qual iterar.

• Investigació sobre el camp de la computació evolutiva.

2



2 La distribució QWERTY

Marc teòric

2 La distribució QWERTY

2.1 La màquina de d’escriure

La primera patent coneguda per una màquina per escriure va ser signada per la Reina
Anna de la Gran Bretanya (No. 395) es data del 7 de gener de 1714. D’aquesta
patent no n’ha quedat cap registre ni descripció de l’invent.

La primera màquina d’escriure construïda als Estats Units fou la invenció de William
Austin Burt, el 1828, signada pel president Andrew Jackson (1767-1845). Aquesta
se la va anomenar tipògraf. L’únic model que hi havia de la màquina va ser destruït
en l’Incendi de l’oficina de les patents dels Estats Units del 1836.

L’any 1867 Christopher Latham Sholes, Samuel W. Soule i Carlos S. Glidden, van
inventar la primera màquina d’escriure amb èxit comercial, encara que la patent no
va ser signada fins al 23 de juny de 1868 (No. 79,265). El primer model va sortir a
la venda el 1873.

El model de Sholes, Soule i Glidden estava muntat sobre una màquina de cosir i
el rodet retornava la posició inicial mitjançant un pedal, accionat amb el peu, de
manera semblant a una màquina de cosir. Aquesta no podia escriure en minúscules,
només era possible escriure en majúscules i no podies veure el text mentre escrivies.

Figura 1: Maquina de Sholes, Soule i Glidden.

Font: Directory of American Tool and Machinery Patents. Patent nž 79,265
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2 La distribució QWERTY

Aquest primer model va incorporar diversos components de dispositius existents,
com un escapament i tecles, però la falta de recerca per part de Sholes i Soule va
portar a la reinvenció de característiques i de mals dissenys que es podrien haver
evitat.

En el disseny original, el paper es posava horitzontalment a la part de dalt, mantin-
gut per un marc quadrat. Sobre el paper, un braç aguantava una ploma amb tinta.
Al pressionar una tecla, pujava la barra de la lletra respectiva, pressionant el paper
contra la tinta, i per tant imprimia el caràcter.

2.2 Pre-QWERTY

El novembre de 1868, Sholes, Glidden i Soulé, van enviar la seva primera màquina
a Edward Payson Porter, el director del Porter telegraph College, a Chicago.

El teclat estava distribuït amb la forma de les tecles d’un piano, assemblant-se al
teclat del Telègraf d’impressió d’Hughes-Phelps. (Ref. Figura 2) El teclat estava
ordenat alfabèticament, de la A-N d’esquerra a dreta i de la O-Z de dreta a esquerra.

Figura 2: Distribució de Sholes, cap a l’abril de 1870.

Font: Phelps, G. M.: Improvement in Telegraphic Machines. U. S. Patent, No. 26003

Durant els cinc següents anys, Sholes va intentar fer millores a la seva invenció,
mitjançant prova i error de redistribuir la disposició alfabètica de la seva màquina
original. Es creu que l’estudi de la freqüència de digrames (parelles de lletres) a
la llengua anglesa per l’educador Amos Densmore, ha influenciat la formació de la
distribució de les lletres. Altres diuen que els grups de lletres han evolucionat de la
retroacció dels operaris del telègraf. (Yasuoka M. & Yasuoka K., 2011)

L’abril de 1870 es va arribar a una distribució de quatre files, més semblant al
modern QWERTY, movent sis lletres (A, E, I, O, U, Y) a la fila superior. (Ref.
Figura 3)
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2 La distribució QWERTY

Figura 3: Possible distribució a l’abril de 1870

Font: Yasuoka K. Yasuoka M. On the prehistory of QWERTY. ZINBUN 2011, 42: 163

El 10 d’agost de 1872, la revista Scientific American va incloure la màquina d’escriure
a la portada del volum 27. Aquesta contenia un gravat en la que es podia veure les
tecles. (Figura 4)

Figura 4: Distribució en el 10 d’agost de 1872

Font: The Type Writer, Scientific American, Vol. 27, No. 6, p. 1 (1872).

El 1873, James Densmore va vendre els drets de manufactura a E. Remington &
Sons. Després de la compra, Remington va fer diversos ajustaments (com per exem-
ple, canviar de lloc el punt i la lletra R), creant el que coneixem actualment com a
distribució QWERTY. Aquesta es va popularitzar amb l’èxit de la Remington Núm.
2 de 1878 (Figura 5), la primera màquina que incloïa la possibilitat d’escriure en
majúscules i minúscules.

Figura 5: Distribució de la Remington Núm. 2, gener de 1878

Font: Yasuoka K. Yasuoka M. On the prehistory of QWERTY. ZINBUN 2011, 42: 167
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2.3 QWERTY

2.3.1 Diferències del QWERTY actual

La distribució de la patent de 1878 és lleugerament diferent de l’actual, notablement
l’absència del nombre 0 i l’1, la posició de la lletra M, que en comptes d’estar a
la quarta fila al costat de la N, està a la tercera al costat de la L, la X i la C
estan invertides, i els signes de puntuació, que estan col.locades en llocs diferents o
directament falten.

El 0 i 1 es van ometre per simplificar el disseny i reduir costos de fabricació i
manteniment, ja que podien ser recreades utilitzant altres tecles, la I majúscula pel
dígit 1 i la O majúscula pel 0. Aquestes van aparèixer més tard, el 0 va aparèixer
aviat, però l’1 no va arribar fins a la dècada dels 1970.

2.3.2 Lletres combinades

En els primers dissenys alguns caràcters amb el cilindre del carro en la mateixa
posició. Per exemple, el signe d’exclamació (!), es feia amb una pleca (|), tecla de
retrocés i un punt (.), un punt i coma (;) es feia amb els dos punts (:), tecla de
retrocés i una coma (,).

Com que la tecla de retrocés és lenta en les màquines mecàniques, un enfocament més
professional era bloquejar el cilindre amb la barra espaiadora mentre s’imprimien
els caràcters que compartien posició. Perquè això fos possible, el cilindre estava
dissenyat per avançar només després de l’alliberament de la barra espaiadora.

Posteriorment, les lletres combinades com (é) o (ô) es feien amb l’ús de tecles dia-
crítiques, que no avançaven el paper després de pressionar-les, llavors la (e) i el (ť)
s’imprimien en un mateix lloc en el paper.

Tots aquests factors han influït en la creació del QWERTY modern.

2.4 Problemes de QWERTY

Una visió popular, però probablement apòcrifa és que QWERTY es va crear per
alentir l’escriptor per reduir la possibilitat de xocs interns entre els martells. Hi
ha visions a favor (Lillian G. Malt, 1977) i que neguen aquest fet (Yasuoka, K., &
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Yasuoka, M 2011).

Encara que la distribució no hagués sigut creada per alentir l’usuari, no es pot des-
cartar el fet que els martells de les màquines s’encallaven al escriure a una velocitat
alta. No obstant això, com que la distribució QWERTY va ser dissenyada per a
màquines d’escriure, és subòptima per l’ús modern.

A mesura que han anat apareixent teclats elèctrics i electrònics, que tenen més
capacitat de pulsació de tecles (o sigui, que es poden pressionar més tecles en me-
nor temps), és sorprenent que la velocitat de paraules de per minut (ppm) dels
mecanògrafs no hagi augmentat. Això és demostrat pel Guinness Book of Records:

Prova d’un minut:

Teclat mecànic - 170 ppm (1918).
Teclat elèctric - 216 ppm (1946).
Un increment del 27.06%.

Malgrat això, aquest increment només es manté en les proves d’un minut.

Prova d’una hora:

Teclat mecànic - 147 ppm (1924).
Teclat elèctric - 149 ppm (1941).
Un increment del 1.36%.

S’esperaven velocitats més altes, ja que l’equip que s’utilitza s’ha incrementat d’11
tecles per segon (tps) dels teclats mecànics a 18 tps als elèctrics i 35-50 tps en els
electrònics. Les limitacions ja no existien en el factor de la maquinària.

Amb l’increment de l’ús de la tecnologia es fa evident que els costos que comporta
la distribució QWERTY és cada cop major per a les societats a tolerar.

Ferguson i Duncan (1974) van donar una diagnosi sobre els efectes adversos del
disseny dels teclats. Les seves investigacions han produït evidència clínica de dits,
canells i espatlles en operadors de teclat amb marcada flexió, extensió, abducció i
desviació per teclejar contínuament.

Pel que fa als costos directes de QWERTY es veu reflectit en la baixa productivitat
i la poca precisió. La persona mitjana pot teclejar 40 ppm i la longitud mitjana
d’una paraula és de 5.22 (en castellà), això vol dir que pressiona 209 tpm o 3.5 tps,
molt lluny del límit possible.
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3 Alternatives al QWERTY

3.1 Dvorak

Una de les alternatives més conegudes és la distribució Dvorak, patentada per Au-
gust Dvorák l’any 1936.

Figura 6: Distribució Dvorak

Font: Teclat Dvorak. Wikipedia

Dvorák i un equip d’enginyers industrials van provar 250 distribucions i van concloure
que el disseny QWERTY era de les pitjors possibles.

Les principals crítiques eren:

• Sobrecàrrega de la mà esquerra - Un 57% del teclejat es fa en la mà no domi-
nant per la majoria de la població.

• El dit petit està sobrecarregat, per pressionar la majúscula i el retrocés, les
tecles més pesants.

• S’escriu massa poc en la filera de lletres principal (ASDFGHJKL), un 32%.
Per exemple, només 100 paraules es poden escriure amb filera principal (en
anglès). En conseqüència la filera del darrere (QWERTYUIOP) es tecleja el
52% i un 16% en la filera del davant.

• Els salts entre fileres era excessiu, per exemple en parells de lletres molt co-
munes en anglès (br, un, in) es fa un salt entre la filera del darrere i la del
davant.

• Moltes de les paraules més comunes es teclegen amb la mà esquerra només.
Una investigació ha descobert que d’una mostra de 3000 paraules, 2700 s’es-
crivien només amb la mà esquerra, i només 300 amb la mà dreta.

8



3 Alternatives al QWERTY

Així mateix, va trobar que teclejar alternant les mans és més fàcil i ràpid, i les lletres
més comunes són les més fàcils de teclejar, i les menys comunes, les més difícils de
teclejar.

Dvorák amb el seu teclat va aconseguir aquestes millores:

• La quantitat de teclejat que hauria de fer cada dit era proporcional a la força
i habilitat del dit, per exemple, la lletra ’e’ està colůlocada sota un dit fort.

• 35% de les paraules en anglès es podien escriure a la filera principal, unes 3000
paraules.

• Un 70% del teclejat es faria a la filera principal (AEIOUDHTNS), on estarien
les lletres més comunes, en conseqüència, només un 22% i un 8% es faria a la
filera del darrere i del davant, respectivament.

• Digrames comuns s’escriurien amb mans alternes.

3.2 Colemak

Colemak va ser creat el 1 de gener de 2006, portant el nom del seu inventor, Shai
Coleman. És la tercera distribució més popular darrere de QWERTY i Dvorak.

Figura 7: Distribució Colemak

Font: Colemak. Wikipedia

Colemak va ser dissenyat a partir de QWERTY, canviant 17 de les lletres, mentre
es manté les posicions QWERTY de molts caràcters no alfabètics i moltes dreceres,
permetent que la corba d’aprenentatge per a persones que ja teclegin amb QWERTY
sigui menor comparada amb Dvorak.
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Les millores són semblants a Dvorak, fent servir un teclejat que es basa majorità-
riament a la filera principal de lletres (ARSTDHNEIO), un 74% comparat amb el
70% de Dvorak o 32% de QWERTY.

Colemak per defecte no té la tecla ’Bloquejar Majúscula’, sinó que la substitueix
per una tecla de retrocés.

3.3 Maltron

El 1955, Lillian Malt va tenir una idea d’un teclat que s’adaptés a la llargada dels
diferents dits, però no va trobar cap fabricant que volgués treballar amb ella. El
1974, va conèixer a Stephen Hobday i van crear el primer model de Maltron.

Hi ha cinc models de Maltron, dos d’ells pel públic general, i tres per a persones
amb discapacitats.

Figura 8: Teclat Maltron

Font: Twitter, @PCDMaltron, 20 de maig de 2014

A diferència dels altres teclats (QWERTY, Dvorak) que eren teclats plans, Maltron
tenia volum, i això permetia que els dos dits grossos poguessin pressionar diferents
tecles al mateix temps.

Amb aquest disseny, podem veure canvis en la distribució, per exemple amb la filera
principal es podien escriure 7641 paraules (ANSIFEDTHOR) comparades amb les
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Figura 9: Distribució Matron

Font: Maltron letter layout on a UK L90-series keyboard, Maltron

195 de QWERTY.

La distribució de Maltron va ser derivat de les estadístiques de freqüència d’ús, o
Frequency of Use statistics (FoU), i consideracions addicionals, com els dígrafs més
comuns.

Per exemple l’espai és la tecla més comuna, seguida per la ’e’ amb la meitat d’ús, i
la coma i el punt són més comuns que les lletres ’K’ ’V’ o ’J’.

3.4 Distribucions menys conegudes

A part d’aquestes alternatives, n’hi ha moltes d’altres, que no són populars, o que
són diferents depenent del llenguatge, però que no hi ha molta diferència, com podria
ser l’AZERTY francès.

3.4.1 Derivacions de QWERTY en altres països

Amb les diferències en les llengües dels països europeus, el QWERTY original ha
evolucionat a adaptar-se a elles. Cada llengua té diferències en la colůlocació dels
signes de puntuació o incorporació de lletres presents únicament en el mateix llen-
guatge. (Com podria ser la ’ñ’ en el teclat espanyol)

Tenim l’AZERTY, QWERTZ, QÜERTY, QZERTY.
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AZERTY és utilitzat a França, Bèlgica i alguns països africans. Es diferencia amb:
la A i la Q estan canviades i la W i la Z estan canviades. La M està al costat de la
L (en el lloc de la ñ en la distribució espanyola).

QWERTZ és usat a Alemanya, Suïssa i Àustria, i en llocs d’Eslovàquia i la Rep.
Txeca. La diferència és el canvi de la Z i la Y i la incorporació de les lletres Ä, Ö,
Ü, SS.

QÜERTY és fet servir a Azerbaidjan, que la Ü està incorporada en lloc de la W.

El QZERTY és utilitzat a Itàlia en les màquines d’escriure, però el QWERTY in-
corporant l’à, è, ò és més usat. El QZERTY es diferencia amb el canvi de la Z i la
W i la M que està colůlocada al costat de la L.

3.4.2 Altres distribucions

Aquestes són distribucions que no tenen res a veure amb QWERTY, i alguns són dis-
senyades per reduir el moviment dels dits i incrementar la velocitat, igual que Dvorak
o Colemak, i altres només són distribucions alternatives al tradicional QWERTY.

Hi destaquen el Workman i Neo, i altres menys populars, com la distribució alfabè-
tica, GJRMV o BÉPO en els alfabets llatins, encara que existeixen moltes distribu-
cions per a altres alfabets no llatins, molts són basats en el QWERTY.

3.4.2.1 Workman

Figura 10: Distribució Workman, amb les tecles per defecte marcades

Font: Keyboard Layout, Wikipedia.

Workman utilitza una hipòtesi sobre el moviment preferit del dit en comptes de
considerar que les lletres de la filera inferior són les menys accessibles. Específicament
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el dit índex, prefereix encorbar-se cap endins que estirar-se i el revés pel dit del mig,
que al ser més llarg, prefereix estirar-se.

Un altre principi que s’aplica és que per naturalesa, els dits prefereixen encorbar-se
cap en dins i no estirar-se, i per això dona menys importància a la columna on se
situa la G i la H en la distribució QWERTY, i equilibra la quantitat d’escriptura a
les dues mans.

3.4.2.2 Neo

Neo és una distribució optimitzada per l’alemany, desenvolupat per Neo Users Group
el 2014, i dona suport a pràcticament a tots els alfabets llatins, l’alfabet fonètic,
l’alfabet vietnamita i l’alfabet cirílůlic a través de capes, amb tecles de ’Mod’. Les
posicions de les lletres estan optimitzades no només per l’alemany sinó que també
per a grups comuns de dues i tres lletres.

Figura 11: Teclat amb la distribució Neo, amb totes les capes inferiors.

Font: Neo (keyboard layout), Wikipedia.
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4 Computació evolutiva: Programes evolutius

La computació evolutiva és una àrea de recerca dins la ciència dels ordinadors, com
el nom suggereix, s’inspira del procés d’evolució natural. No és d’estranyar que
molts científics agafin aquest procés com inspiració, ja que el poder d’evolució de la
naturalesa és evident en el nombre d’espècies que conformen el nostre món, adaptant-
se a l’entorn que l’envolta. Es relaciona per l’estil de resolució de problemes: la prova
i error.

La idea d’aplicar principis Darwinians a la resolució de problemes data del 1948,
quan Alan Turing va proposar la ’cerca genètica o evolutiva’ i per l’any 1962 Hans-
Joachim Bremermann va provar fent experiments en l’ordinador sobre l’optimització
a través d’evolució i recombinació.

Figura 12: L’antena del vehicle espacial ST5 de la NASA del 2006. La complicada
forma va ser trobada per un programa de disseny evolutiu per crear el millor patró
de radiació.

Font: Genetic Algorithm, Wikipedia.

Durant els anys 1960 tres diferents implementacions d’aquesta idea van anar desenvolupant-
se independentment, als Estats Units, Fogel, Owens i Walsh van introduïr la pro-
gramació evolutiva, mentre que John Henry Holland va nomenar el seu mètode com
a algorisme genètic. A Alemanya Rechenberg i Schwefel van crear les estratègies
evolutives. Durant anys aquestes investigacions es van desenvolupar separadament,
però des dels anys 1990 s’han vist com a diferents representacions d’una tecnologia
coneguda com a computació evolutiva. Llavors a inicis dels 1990, seguint les idees
generals va aparèixer la programació genètica. Actualment, tot el camp és conegut
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com a ’computació evolutiva’, i els algorismes d’aquesta són coneguts com a algo-
rismes evolutius, i inclou com a subàrees la programació evolutiva, les estratègies
evolutives, els algorismes genètics i la programació genètica.

L’objectiu dels algorismes evolutius és trobar solucions òptimes a problemes com-
plexos computacionalment en un temps acceptable. Per exemple, l’optimització de
paràmetres per a models d’aprenentatge automàtic, trobar els dissenys més opti-
mitzats en problemes d’enginyeria, optimització de la distribució d’energia elèctrica,
models financers, planificació d’horaris, entre d’altres.

4.1 Problemes a resoldre i Aplicacions

4.1.1 Optimització

Com s’ha mencionat abans, els algorismes evolutius típicament proveeixen bones
solucions a un problema que no pot ser solucionat fàcilment utilitzant altres tècni-
ques. Pot ser que sigui massa computacionalment difícil trobar una solució exacta
però en general una solució òptima, encara que no sigui la millor és acceptable. Són
usats per solucionar problemes que els humans no sabem com solucionar, llavors no
són perjudicats pel criteri, percepció i convencions humanes i optimitzen de manera
imparcial. Molts dels problemes d’optimització pertanyen a aquest grup.

Per generalitzar aquests problemes es pot fer servir l’analogia de la caixa negra, la
qual és un sistema que es pot interpretar en termes d’entrades (inputs) i sortides
(outputs), sense conèixer el seu funcionament interior, per exemple un algorisme o
un transistor. Depenent de la desconeixença d’un dels components (entrada, model
o sortida) un tipus diferent de problema sorgeix. Si es desconeix l’entrada, però se
sap el model i una sortida desitjada, és un problema d’optimització, si es desconeix el
model és un problema de modelació i si es desconeix la sortida donades una entrada
i un model és un problema de simulació.

Donada de la seva naturalesa estocàstica, un algorisme evolutiu no garanteix la
trobada d’una solució òptima, però en general trobaran solucions bones.

Un exemple d’aquests tipus de problemes d’optimització és la planificació d’horaris,
on molts requisits s’han de complir (per exemple, en una universitat): un professor
només pot estar a un lloc, només poden impartir assignatures que sap, les classes no
poden estar ocupades per dos grups alhora, etc. Aquest problema és un problema
combinatori i és categoritzat com a NP-Hard (més endavant s’explica la complexitat
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Figura 13: Analogia de la caixa negra amb entrada, model i sortida.

Font: Black Box. Wikipedia.

computacional). No és d’estranyar que no és assequible una busca per la solució
més bona, per la quantitat de poder computacional necessària. En comptes, podem
utilitzar l’heurística.

4.1.2 Aplicacions en el món real

Els algorismes evolutius s’han aplicat en ciència, enginyeria, economia entre d’altres.
S’han resolt molts problemes d’enginyeria utilitzant aquests algorismes, així com
optimització d’estructures, sistemes de creació d’imatges mèdiques, mineria de dades
o xarxes inalàmbriques.

Alguns exemples de problemes resolts amb algorismes evolutius d’alguns sectors
d’enginyeria i ciència de computadors:

• Aprenentatge automàtic: Vafaie, H., & De Jong, K. A. (1992, November).
Genetic Algorithms as a Tool for Feature Selection in Machine Learning. In
ICTAI (pp. 200-203).

• Mineria de dades: Jourdan, L., Dhaenens, C., & Talbi, E. G. (2001). A
genetic algorithm for feature selection in data-mining for genetics. Proceedings
of the 4th Metaheuristics International ConferencePorto (MIC2001), 29-34.

• Enginyeria mecànica: Patel, A., Davis, D., Guthrie, C., Tuk, D., Nguyen,
Tai, and J. Williams. "Optimizing Cyclic Steam Oil Production with Genetic
Algorithms."Paper presented at the SPE Western Regional Meeting, Irvine,
California, March 2005.

• Enginyeria elèctrica: P.J. Fleming, C.M. Fonseca (1993). Genetic Algo-
rithms in Control Systems Engineering, IFAC Proceedings Volumes, Volume
26, Issue 2, Part 2, Pages 605-612.
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• Enginyeria Civil: Chen, S. Y., & Rajan, S. D. (1999, May). Using genetic
algorithm as an automatic structural design tool. In Proceedings of 3rd World
Congress of Structural and Multidisciplinary Optimization, Buffalo, NY (pp.
263-265).

Figura 14: Disseny industrial inicial (esquerra) i final (dreta) de la forma d’un
suport de l’antena parabòlica que connecta el satèl.lit amb el disc necessari per a
la comunicació. Havia de ser estable i en especial resistent a la vibració. Keane et
al va optimitzar la construcció un 20,000% amb un algorisme genètic encara que
pels humans no tenia cap sentit, ja que no presentava simetria ni seguia cap lògica
de disseny. Això demostra que un algorisme evolutiu no està lligant a convencions
humanes ni consideracions estètiques.

Font: Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing. Natural
Computing Series. Fig. 2.4

4.2 Paràmetres d’un algorisme evolutiu

4.2.1 Probabilitat de recombinació o creuament

Aquest paràmetre dicta la probabilitat que dos individus es reprodueixin, formant
un nou individu, que en teoria és millor que els dos ancestres. Si la probabilitat
és 0%, els individus que formen la nova generació és la mateixa i només es veuria
afectat per la mutació. Si és 100% tots els individus es reprodueixen.

4.2.2 Probabilitat de mutació

Estableix la probabilitat que un gen (o més) d’un individu muti. Si és 0% cap
individu varia respecte de la descendència. En canvi, si és 100%, tots els individus
sofreixen una mutació genètica.
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Si la probabilitat de mutació és baixa, l’algorisme pot quedar-se atrapat en un màxim
local, ja que no considera diferents variacions que només es poden aconseguir a partir
de mutacions. En canvi, si és molt alta, i la mutació passa constantment, l’algorisme
passa a ser molt aleatori, per això hi ha d’haver un balanç en la probabilitat de
mutació.

4.2.3 Generacions i poblacions

Aquests paràmetres estableixen el nombre de generacions abans que l’algorisme aca-
bi, encara que l’algorisme pot acabar abans si una solució prou bona és trobada, i
la mida de la població. Si la població és petita, l’algorisme serà més ràpid, però té
poques possibilitats de encreuament per trobar una solució més òptima, i una po-
blació massa gran provoca que les millors solucions siguin semblants i incrementant
el temps de resolució depenent de l’algorisme.

4.2.4 Pressió selectiva

En la teoria de l’evolució, el concepte de pressió selectiva designa un fenomen que es
tradueix en una evolució de les espècies vivents sotmeses a determinades condicions.
D’aquí ve el terme ńpressióż. En els algorismes genètics, podem aplicar aquest
concepte per millorar els gens de la següent generació a partir d’una selecció més
estricta.

4.3 Algorisme genètic

L’algorisme genètic és l’algorisme evolutiu més conegut. Un algorisme són una sèrie
finita de passos a seguir per tal de trobar una solució a un problema. Són utilitzats
en càlculs i processament de dades. Un algorisme genètic no és una intel.ligència
artificial com a tal, sinó que una tècnica usada en el món de la intel.ligència artificial.

La bases de l’algorisme genètic són l’evolució biològica i la base genètica-molecular.
Va néixer el 1970, de la mà de John Henry Holland en el seu llibre ’Adaptation in
Natural and Artificial Systems’. El llibre de Goldberg ’Genetic Algorithms in Search,
Optimization and Machine Learning’ i la tesi de De Jong van ajudar a definir l’algo-
risme genètic clàssic: representació binària, selecció proporcional al condicionament,
baixa probabilitat de mutació i un èmfasi en la recombinació d’inspiració genètica.
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Els algorismes genètics fan evolucionar una població de possibles solucions (anome-
nats individus, organismes o cromosomes) d’un problema vers a solucions millors,
de manera similar als diferents factors biològics, com la mutació i recombinació ge-
nètica. D’acord amb algun criteri, es decideix i selecciona quins són els individus
més aptes, que són els que sobreviuen i els menys aptes són descartats, en un procés
que en la biologia és conegut com a selecció natural.

En un algorisme genètic, cada individu o organisme té unes propietats (gen) que
poden ser alterats, modificats o mutats.

Figura 15: Definició dels termes de gen, cromosoma i població

Font: Vijini M. (2017) Introduction to Genetic Algorithms. Medium.

Molts dels components dels algorismes genètics són estocàstics, per exemple, du-
rant la selecció en molts mètodes els millors individus no són escollits de manera
determinista i els pitjors cromosomes tenen possibilitat de sobreviure.

Un algorisme genètic típic requereix de:

1. Una representació genètica de les solucions.

2. Una funció d’aptitud per a avaluar-les.

La representació típica dels algorismes genètics és una array de bits. La propie-
tat principal que fa convenients aquestes representacions genètiques és que les seves
parts s’alineen fàcilment a causa de la seva mida fixa, que facilita l’operació d’en-
creuament simple, que és el més típic. Normalment, l’array és avaluada com una
col.leció de característiques estructurals d’una solució on no hi ha interacció entre
elles.

El procés de selecció o funció de condicionament es defineix sobre la representació
genètica i mesura la qualitat de la solució representada. Aquesta funció depèn del
problema el qual es vol optimitzar.
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Figura 16: Diagrama de flux d’un algorisme genètic típic

Font: Ahmed, M. & Ebrahim, Mohamed & Ramadan, H. & Becherif, Mohamed. (2015). Optimal
Genetic-sliding Mode Control of VSC-HVDC Transmission Systems. Energy Procedia. 74.
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Una vegada s’obté la representació genètica i la funció d’aptitud definides, l’algoris-
me procedeix a inicialitzar la població de solucions de manera aleatòria; llavors, la
millora amb un procés repetitiu de mutació, recombinació (encreuament) i selecció.

El principal mecanisme de reproducció utilitzat és la recombinació en un punt
(5.5.2.1), el de mutació és el gir de bit (5.5.3.1).

4.4 Estratègies evolutives

Van ser inventades a principis dels anys 1960 per Rechenberg i Schwefel a la Uni-
versitat Tècnica de Berlin. La representació utilitzada és un vector de valors reals
de longitud determinada i de manera similar en les arrays de bits en els algorismes
genètics, cada posició del vector correspon a una característica de l’individu.

El principal operador genètic és la mutació Gaussiana (5.5.3.3, Mutació no uniforme)
i la recombinació intermèdia, on a cada element de la mateixa posició de dos vectors
es fa la mitjana i es crea un descendent.

A diferència de la programació genètica o els algorismes genètics la selecció d’ances-
tres no es tan rigorosa, per la naturalesa de la representació, ja que és fàcil aconseguir
una mitjana de diversos vectors per formar un descendent, per això en una estratègia
evolutiva típica N ancestres són escollits uniformement i aleatòriament per formar
més de N descendents, després s’escullen N supervivents de manera determinista.
Poden ser només descendents escollits per la següent generació o una combinació
dels millors ancestres i descendents.

4.5 Programació evolutiva

La programació evolutiva va ser desenvolupada originalment per Fogel et al. en
els anys 1960 per simular l’evolució com un procés d’aprenentatge amb l’objectiu
de generar una intel.ligència artificial, aquesta intel.ligència llavors, és vist com la
capacitat d’un sistema per adaptar el seu comportament per complir uns objectius
en entorns diferents. Aquest terme és conegut com a comportament adaptatiu. La
programació evolutiva utilitzava originalment autòmats finits com a individus, però
actualment s’utilitzen valors reals, o sigui que s’han fusionat amb les estratègies
evolutives.

La diferència principal entre una estratègia evolutiva i la programació evolutiva
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és la inspiració biològica, a la programació evolutiva cada individu és considerada
una espècie, en comptes d’un individu d’una espècie, això implica que no hi hagi
recombinació. A més, els mecanismes de selecció són diferents. Els ancestres en una
estratègia evolutiva se seleccionen estocàsticament, mentre que en la programació
evolutiva se seleccionen deterministicament, ja que cada individu crea un descendent.
Llavors els supervivents se seleccionen en un torneig de tots contra tots (5.5.4.2,
Torneig de tots contra tots).

Un estudi de Fogel i Atmar (1990) discuteix sobre l’avantatge d’utilitzar només un
operador genètic de mutació. Van comparar els resultats d’un algorisme de basada
en la programació evolutiva amb recombinació i sense i van concloure que l’algorisme
sense recombinació donava millors resultats. Això, va provocar una recerca intensa
dins de les comunitats de la programació evolutiva i els algorismes evolutius sobre
aquest tema. Els últims resultats obtinguts confirmen que ambdós mètodes, amb
recombinació i mutació Gaussiana (5.5.3.3) depenen de l’estat de la cerca, amb la
mutació essent millor inicialment i la recombinació guanyant a mesura que la cerca
progressa.

4.6 Programació genètica

La programació genètica és un sector més recent dels algorismes evolutius, i es di-
ferencia dels altres en la seva aplicació i representació. En un programa genètic
estàndard la representació és un arbre de funcions i valors de mida variable. Tot
l’arbre correspon a una funció que pot ser avaluada. Mentre que els algorismes evo-
lutius són típicament aplicats a problemes d’optimització, la programació genètica
es posicionaria en el sector d’aprenentatge automàtic.

La majoria dels altres algorismes evolutius busquen una entrada per maximitzar la
sortida (problema d’optimització), però la programació genètica busca els models
amb major adequació (problema de modelació), encara que un cop introduïda la ma-
ximització, un problema de modelació pot ser vist com a un cas especial de problema
d’optimització. Això és la base d’utilitzar l’evolució per a tals tasques: models, re-
presentats com a arbres, són tractats com a individus, i el valor d’adequació és la
qualitat del model a ser maximitzat.

Quant als operadors genètics de la programació genètica, el tipus de recombinació
és l’intercanvi de subarbres o branques i la mutació és un canvi aleatori en l’ar-
bre. La selecció dels ancestres és la selecció de ruleta i la dels supervivents és el
reemplaçament generacional.
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Figura 17: Exemple de recombinació de dos arbres

Font: Kaufmann, Paul. (2013). Adapting Hardware Systems by Means of Multi-Objective
Evolution.
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La programació genètica té les següents propietats:

4.6.1 Selecció estocàstica d’un sol operador genètic

Els descendents en la programació genètica són creats per recombinació o mutació,
en comptes de recombinació seguida per mutació, més comunament utilitzat en altres
variants. Aquest operador és seleccionat estocàsticament.

4.6.2 Baixa probabilitat de mutació

El llibre de Koza (1992) recomana una probabilitat de mutació del 0%, suggereix que
la programació genètica funciona sense mutació. Actualment, s’utilitza la mutació
en una baixa mesura.

Figura 18: Diagrama de flux d’un algorisme genètic (esquerra) i de la programació
genètica (dreta)

Font: Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing. Natural
Computing Series. Fig. 6.1
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4.6.3 Sobreselecció

La sobreselecció és utilitzada sovint per lidiar amb les grans poblacions de la pro-
gramació genètica (poblacions que poden superar els milers d’individus). El mètode
ordena la població i després la divideix en dos grups, el primer sent el millor x% i
l’altre grup sent (100−x%). Quan se seleccionen els ancestres se seleccionen el 80%
se seleccionen del primer grup i el 20% del segon grup. Els valors de x se selecci-
onen de manera empírica basat en la mida de la població per tal que la quantitat
d’ancestres escollits estiguin en els centenars.

4.6.4 Inflació

És un fenomen observat en la programació genètica on la mida mitjana dels arbres
tendeix a créixer a mesura que l’algorisme avança. Alguns estudis han intentat
entendre i posar mesures per aquesta ’inflació’ de la mida dels arbres, encara que
els resultats no siguin conclusius. La principal hipòtesi és que en tenir cromosomes
de longituds diferents i que si hi ha la possibilitat que creixi a l’evolucionar ho farà.

La contramesura més simple contra la inflació és limitar la longitud màxima que pot
tenir un arbre i prohibir l’operador genètic si supera aquest límit en recombinar o
mutar.

5 Metodologia d’un algorisme evolutiu

5.1 Inicialització

Es genera una població, que pot ser aleatòria, o bé una població predeterminada
amb un valor de condicionament o valor d’adequació prou bona i garantir diversitat
estructural per tenir la representació més gran de la població possible i evitar una
convergència prematura.

Generalment, es genera aleatòriament per permetre un espai de cerca més gran i per-
què la cerca avança tan ràpidament inicialment que no surt a compte gastar recursos
per generar una bona població inicial per l’efecte de l’evolució inicial de la gràfica
comportament en qualsevol moment (Anytime Behaviour) (5.7.1), essencialment al
principi de la cerca creix de manera exponencial i després el creixement és més lent.
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5.2 Representació genètica

El segon pas d’un algorisme evolutiu és decidir com una possible solució és especifi-
cada o descrita i emmagatzemada d’una forma que un programa la pugui manipular.
Ens referim la solució en si com a ’fenotip’ i la informació que porta l’individu és el
’genotip’.

Cal recalcar que l’espai del fenotip pot ser molt diferent de l’espai del genotip, i el
procés de cerca evolutiu té lloc a l’espai del genotip. Una solució és obtinguda després
de desenvolupar el millor genotip després de la terminació, llavors és desitjable que
la solució òptima sigui representada en l’espai del genotip donat, ja que generalment,
no sabem amb antelació com serà la solució, llavors el millor és que totes les solucions
es puguin representar.

Es poden representar de moltes formes, com a exemples podem tenir cadenes, nom-
bres sencers, nombres decimals, bits, matrius, arbres, grafs, etc.

Figura 19: Tipus de representació genètica

Font: Massimiliano Patacchiola, Dissecting Reinforcement Learning-Part.5

5.3 Funció d’avaluació

El rol de la funció d’avaluació, funció de condicionament, funció d’adequació o ’fit-
ness function’ és representar els requisits que la població s’ha d’adaptar per complir.
Aquesta funció crea la base per la selecció d’individus i, per tant, facilita les millores.
És una funció que estableix una mesura de qualitat als genotips, i com a resultat
una manera de mesurar i comparar la població.
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5.4 Població

La població s’encarrega de mantenir la representació de possibles solucions. És
un conjunt de genotips i forma la unitat d’evolució. Els individus o cromosomes
són objectes estàtics que no canvien ni s’adapten, sinó que és la població que ho
fa. Donada una representació, definir una població és simplement especificar la
quantitat d’individus que hi ha, o sigui, establint la mida de la població.

En la majoria d’algorismes genètics la mida de població roman constant durant les
generacions, això crea competició entre els descendents, ja que els pitjors tenen més
possibilitats de ser descartats.

Els operadors de selecció funcionen a un nivell de població, i en general, es tenen en
compte tota la població i les decisions són preses relatiu al qual hi ha present, per
exemple, el millor individu d’una població donada és triat per engendrar la següent
generació, o el pitjor, substituït per un individu amb millor adequació.

La diversitat d’una població és la mesura de diferents solucions que hi ha presents.
No hi ha una sola mesura per la diversitat. Generalment es ’mesura’ amb el nombre
de valors de condicionament, nombre de diferents fenotips, nombre de diferents
genotips, o fins i tot es pot mesurar amb l’entropia.

5.5 Operadors genètics

5.5.1 Selecció d’ancestres

A cada generació, una part de la població se selecciona per engendrar una nova gene-
ració. A cada cromosoma o individu se’l passa per un procés de selecció d’acord amb
la seva aptitud, determinant el seu valor de condicionament. Després, de manera
probabilística, se seleccionen els individus, amb una probabilitat ponderada, així,
individus que tenen menor aptitud poden ser seleccionats. Encara que depenent de
l’algorisme de selecció, només se seleccionin els millors, com per exemple, la selecció
per truncament.

Els mètodes de selecció populars i ben estudiats inclouen selecció de la ruleta i
derivats o la selecció per torneig, encara que n’hi ha d’altres com poden ser la
selecció per truncament, la selecció elitista, la selecció per rang, etc.
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5.5.1.1 Selecció de la ruleta

La selecció proporcional al condicionament (Fitness proportional selectiton) o selec-
ció de la ruleta va ser un dels primers mètodes de selecció que es van introduir en
els algorismes genètics. És una forma de selecció proporcional a l’aptitud en la qual
la probabilitat que un individu sigui seleccionat és proporcional a la diferència entre
la seva aptitud i la dels seus competidors.

Visualment, es pot representar com joc de ruleta, on cada individu té una secció de
la ruleta, que com més apte sigui l’individu, més secció li correspon per engendrar
una nova generació. Així, els individus més aptes tenen més probabilitat i que els
seus descendents siguin encara més aptes.

Figura 20: Selecció de ruleta, on l’espai mostral és el valor total de condicionament
(0-F) i cada partició té una probablitat Pi

Font: Fitness proportionate selection, Wikipedia.

Matemàticament, la probabilitat de que un individu sigui seleccionat és:

Pi =
fi∑n
j=1 fj

on:

• Pi: Probabilitat que un individu sigui seleccionat per la següent generació.

• Fi: Valor d’aptitud o condicionament d’un individu.

• n: Nombre d’individus en la generació

La complexitat de temps d’aquest algorisme és O(n2) (això vol dir que per cada
increment de l’entrada el temps que es necessita per córrer l’algorisme creix expo-
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nencialment). Per a grups de dades relativament petites no és un problema, però
per a grups de dades més grans no és prou eficient.

Utilitzant una selecció de ruleta permet una probabilitat proporcional que tots els
individus siguin seleccionats, ja que tots els elements són col.locats a la selecció. Per
probabilitat, els individus que siguin més aptes estaran més temps en la selecció, i
els menys aptes tenen possibilitat de ser seleccionats.

És simple, poc eficient i presenta el problema de què l’individu menys apte pot ser
seleccionat més d’un cop. Presenta el problema que hi ha diferències entre el valor
de còpies esperat i el valor real de còpies obtingut.

5.5.1.2 Selecció universal estocàstica

Va ser proposat per James Baker l’any 1987 com una proposta de millora per la
selecció proporcional al condicionament. En comptes de seleccionar un element en
tot l’espai mostral, i haver de repetir l’experiment un nombre n de cops per obtenir
el nombre d’ancestres per engendrar la següent generació, la selecció universal esto-
càstica col.loca diversos punts de selecció en la mateixa ruleta, depenent del nombre
n d’ancestres que es necessiten, i només executant un cop l’experiment es poden
obtenir.

La selecció de la ruleta pot tenir un mal rendiment si un dels ancestres té un valor
de condicionament molt gran respecte els altres, i la selecció per sobrant estocàstic
permet que els individus més aptes no saturin l’espai mostral.

Encara així, la selecció de Baker tenia problemes:

• Pot ocasionar convergència prematura.

• Fa que els individus més aptes es multipliquin molt ràpidament.

• No resol el problema de la selecció proporcional que busca que el nombre de
còpies reals coincideixi amb els valors de còpies esperats.

5.5.1.3 Selecció per torneig

La selecció per torneig és una de les seleccions més senzilles. Agafa un nombre
n d’individus de la població i selecciona el millor d’aquest grup de n individus.
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Figura 21: Diagrama de la selecció universal estocàstica

Font: Eyal Wirsansky, Hands-On Genetic Algorithms with Python.

Aquest experiment es repeteix fins que s’obté el nombre d’ancestres necessaris per
a la reproducció.

Aquest mètode té diversos avantatges: per una banda, és fàcil de codificar i, atès que
els diferents tornejos són independents, es poden dur a terme de manera paral.lela,
així, disminuint el temps de computació. Hi ha dos tipus de selecció per torneig:
determinista i probabilística.

La selecció per torneig és eficient i pot funcionar de manera paral.lela, estalviant
temps. La complexitat d’aquest algorisme és de O(n).

El procés de selecció per torneig segueix el següent procés:

• Triar t individus de la població aleatòriament

• Triar el millor individu del torneig amb probabilitat p

• Triar el segon millor individu amb probabilitat p ∗ (1− p)

• Triar el k millor individu amb probabilitat p ∗ (1− p)k
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Figura 22: Selecció per torneig determinista

Font: Introduction to Genetic Algorithms, https://genolve.com

Per una selecció determinista, que p = 1, tria el millor individu en un torneig. Si
k = 1, llavors és una selecció aleatòria.

5.5.1.4 Selecció per truncament

La selecció més senzilla, s’ordena la població segons l’aptitud i s’agafa la població
més apta, normalment el percentatge més alt.

5.5.1.5 Selecció elitista

La selecció elitista garanteix que la millor solució trobada no es perdi en criar una
nova generació. L’algorisme per la selecció elitista agafa la millor o les millors
solucions i les transfereix a la següent generació. Els altres segueixen un procés de
reproducció, o són generats automàticament per permetre major diversitat genètica.
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Figura 23: Selecció per truncament

Font: Dr. Dinesh Thekkoot, Selection Intensity and Genetic Improvement.

5.5.1.6 Selecció per rang

És una selecció similar a la selecció de la ruleta, però les probabilitats són diferents.
En una selecció de la ruleta, si hi ha un individu amb molt valor de condicionament,
aquest saturarà la probabilitat de la ruleta, amb la selecció per rang les probabilitats
són distribuïdes més equitativament. (Ref: Figura 24) Per tant, la distribució no
depèn del valor de condicionament sinó de la posició relativa d’un individu respecte
els altres.

S’ordena la població de millor a pitjor i se’ls assigna un valor de rang, de 1 a n, on
n és la població sencera.

La probabilitat de cada individu ve determinada per el següent model:

P (Ri) =
1

n

(
sp− (2sp− 2)

i− 1

n− 1

)

on:
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Figura 24: A dalt: Diagrama de la distribució de la probabilitat sense aplicar l’or-
denament per rang. A sota: Diagrama de la distribució aplicant l’ordenament per
rang.

Font: E.Gangadevi, Study of various selection operators in Genetic Algorithm.

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ sp ≤ 2

com que és la probabilitat d’una població, per tant:

P (Ri) ≥ 0

n∑
i=1

P (Ri) = 1

on:

• i: Rang d’un individu en una població.

• P (Ri): Probabilitat P d’un individu amb rang i de ser seleccionat.

• n: Població total de la generació

• sp: Pressió selectiva.
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La selecció per rang té l’avantatge que permet que pitjors individus tinguin una
possibilitat de reproduir-se i permetre més diversitat genètica, també pot prevenir
que els individus més adaptats guanyin dominància sobre els menys afectats com en
la selecció per ruleta i el nombre d’individus esperats per la següent generació sigui
major.

5.5.2 Recombinació

És un operador que crea nous individus a partir de la combinació o reproducció de
dos individus. És una manera de generar de manera estocàstica noves solucions a
partir d’una població, anàlogament a la reproducció sexual en biologia.

Es parlaran sobre alguns dels mètodes de recombinació més utilitzats, però n’hi
ha molts més per problemes específics que no són mencionats, com podrien ser
l’ASS, Aircraft Sequencing & Scheduling, per programar enlairaments i aterratges,
permet minimitzar el temps a terra i utilitzar l’espai aeroportuari més eficientment,
o la recombinació jeràrquica (Organització i optimització de dispositius de IoT per
millorar el rendiment de la xarxa.)

Seleccionar un bon mètode de recombinació adequat al problema és crucial perquè es
puguin trobar solucions òptimes i prevenir la convergència prematura en un màxim
local.

Igual que la mutació, és un procés probabilístic i depèn dels resultats d’un experi-
ment aleatori.

5.5.2.1 Recombinació de representacions binàries

Binària en un punt És una de les formes de recombinació més simples, recrea
els encreuaments de gens en la reproducció biològica. Un punt p és seleccionat
aleatòriament, que pot agafar de valors p = 1 : (n − 1), on n és la longitud del
cromosoma. Els valors de p fins a (n − 1) són intercanviats en els dos ancestres i
formen dos descendents.

Binària en dos punts Similar a la d’un punt, però hi ha dos punts de recom-
binació, no s’intercanvien tots els gens sinó que es fa un canvi entre el primer i el
segon.
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Figura 25: Recombinació binària en un punt

Font: Rosic, B. & Radenovi, Stojan & Jankovic, L.J. & Milojevic, Marija. (2011). Optimisation
of planetary gear train using multiobjective genetic algorithm. Journal of the Balkan Tribological

Association. 17. 462-475. Figure 5.

Figura 26: Recombinació binària en dos punts

Font: Kaya, Yilmaz & Uyar, Murat & Tekin, Ramazan. (2011). A Novel Crossover Operator for
Genetic Algorithms: Ring Crossover. CoRR. abs/1105.0355. Figure 2.
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Binària en múltiples punts Similar a la de dos punts, però hi ha més de dos
punts de recombinació. A cada punt de recombinació es fan els canvis que es creuen
oportuns.

Figura 27: Recombinació binària en múltiples punts

Font: Massimiliano Patacchiola, Dissecting Reinforcement Learning-Part.5

Uniforme completa Es seleccionen dos ancestres per la recombinació i a cada
gen del cromosoma es fa un experiment aleatori amb probabilitat 1

2
per determinar

si aquell gen s’intercanvia amb el gen de la mateixa posició de l’altre cromosoma.

És semblant a la recombinació binària en múltiples punts, però els punts seleccionats
són aleatoris en comptes de punts seleccionats per l’usuari.

Figura 28: Recombinació uniforme

Font: Avik_Dutta, Crossover in Genetic Algorithm, GeeksforGeeks.

Uniforme parcial És igual que la recombinació uniforme completa, però l’expe-
riment només es fa parcialment, o en gens seleccionats.

36



5 Metodologia d’un algorisme evolutiu

Uniforme amb màscara de creuament Seleccionem dos ancestres i s’estableix
una màscara de encreuament. Una màscara de encreuament és una sèrie de bits
aleatoris o seleccionats. Després se segueix el següent algorisme:

• Per formar el descendent 1: Si el bit n de la màscara és 0, seleccionar gen n
del ancestre 2, sinó, seleccionar el gen n de l’ancestre 1.

• Per formar el descendent 2: Si el bit n de la màscara és 0, seleccionar gen n
del ancestre 1, sinó, seleccionar el gen n de l’ancestre 2.

Figura 29: Recombinació uniforme amb Crossover Mask

Font: Hussain, A. & Yousaf, S. & Muhammad, Y. & Muhammad, N. & Sajid, N. (2018). An
Efficient Genetic Algorithm for Numerical Function Optimization with Two New Crossover

Operators. International Journal of Mathematical Sciences and Computing. 4. 1-17.

Recombinació per remenat Se selecciona un punt de encreuament i es remenen
els valors a l’esquerra i a la dreta del punt. Després es realitza una recombinació
binària en un punt en el punt de encreuament.

Recombinació amb tres ancestres S’agafen tres ancestres per la recombinació
per crear només un descendent. Després se segueix el següent algorisme:

• Si el valor del gen n a l’ancestre 1 és igual que en l’ancestre 2, s’agafarà aquest
gen per el descendent.
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• Si el valor del gen n a l’ancestre 1 no és igual que en l’ancestre 2, s’agafarà el
valor del gen n de l’ancestre 3.

Figura 30: Recombinació amb tres ancestres

Font: Pròpia

5.5.2.2 Recombinació de representacions amb valors reals

En molts casos, la representació binària és molt limitada per representar solucions.
Es poden fer servir valors numèrics per representar un cromosoma.

Recombinació aritmètica La recombinació aritmètica modifica un o diversos
gens dels descendents utilitzant una suma ponderada dels gens dels ancestres. Una
ponderació α és seleccionada (α ∈ [0, 1] encara que normalment α = 1

2
).

Si l’ancestre 1 i 2 són P1 i P2 respectivament, i s’estableix α, els gen del descendents
C1 i C2 es calculen de la següent manera:

C1 = α · P1 + P2(1−α) i C2 = P1(1−α) + α · P2

Com a exemple, s’estableix α = 1
2
, P1 = 6.76 i P2 = 12.32.

Llavors:

C1 = 0.5 · 6.76 + 12.32(1−0.5) i C2 = 6.76(1− 0.5) + 0.5 · 12.32

Per tant:

C1 = 9.54 i C2 = 9.54
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Es pot observar que C1 = C2, o sigui, una mitjana ponderada, ja que α és 1
2
, llavors el

gen de la posició que hem modificat obtindrà el mateix valor en ambdós descendents.

Figura 31: Representació en la línia real de l’algorisme amb els ancestres i descen-
dents de la recombinació aritmètica

Font: Pròpia

Recombinació geomètrica Aquest algorisme de recombinació va ser dissenyat
per trobar solucions en el límit de les solucions viables en problemes d’optimit-
zació. S’assumeixen dos conjunts com a ancestres: X = {x1, x2, ... , xn} i Y =

{y1, y2, ... , yn}. El descendent es calcula a partir de la següent fórmula:

C = {√x1 · y1,
√
x2 · y2, ... ,

√
xn · yn}

L’operació anterior és un cas específic, on α = 1
2
, de l’operació general, on a cada

posició i del cromosoma:

Ci = (xi)
α · (yi)1−α

Per obtenir diversos descendents es poden canviar les posicions dels gens en el se-
güent descendent. Múltiples ancestres poden ser inclosos en el càlcul amb la següent
fórmula:

Ci = (x1
i )

α1(x2
i )

α2 ...(xn
i )

αn on,
n∑

i=1

αi = 1

Recombinació heurística La recombinació heurística genera un descendent pro-
per a l’ancestre més apte dels dos.

Es pot obtenir a partir de la següent manera:
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Ci = α(P 1
i − P 2

i ) + P 2
i

on Pi és l’ancestre més apte dels dos i α ∈ [0, 1]. Llavors per a un problema de
minimització f(P 1) < f(P 2) i per un de maximització f(P 1) > f(P 2).

Recombinació per barreja La recombinació per barreja produeix un descendent
de dos ancestres. Calcula un rang de possibles descendents d’acord amb el valor
d’aptitud dels ancestres.

Ci és seleccionat aleatòriament dins del rang [Li−I ·α, Ui+I ·α] on Li = min(P 1
i , P

2
i ),

Ui = max(P 1
i , P

2
i ) i I = Ui − Li. (α ∈ [0, 1], però el recomanat és α = 0.5)

A mesura que la població convergeix, la diferència entre els ancestres disminueix.

Recombinació parabòlica La recombinació parabòlica utilitza la recombinació
aritmètica per crear un marcador cromosòmic (semblant a un descendent). El des-
cendent final és el vèrtex de la paràbola que passa entre els dos ancestres i el mar-
cador cromosòmic.

Considerant els gens xi i yi dels cromosomes X i Y. El marcador cromosòmic es pot
calcular a partir de (5.5.2.2):

zi = αxi + (1− α)yi

a cada gen del cromosoma Z, on α és un valor tal que 0 ≤ α ≤ 1 i satisfaci la relació
F (Z) < {F (Y )− F (X)}+ F (X), on F (X) representi el valor d’aptitud de X.

El descendent és el vèrtex de la paràbola que passa per X, Y i Z:

f(z) = aα2 + bα + c

on:

a =
(1− α)F (X) + α− F (Z)

α(1− α)
, b =

F (Z)− F (X) + α2{F (X)− F (Y )}
α(1− α)

, c = F (X)
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El descendent O es pot obtenir a partir de: oi = txi + (i− t)yi, on t = − b
2a

.

5.5.2.3 Recombinació de representacions amb valors ordenats

En alguns problemes d’optimització, les solucions tenen solucions amb valors orde-
nats, o sigui, és un conjunt de valors o símbols que tenen cert ordre. Per aquests
problemes les recombinacions anteriors no són compatibles. La recombinació amb
valors ordenats són utilitzats en problemes com el problema del venedor ambulant
(TSP) o la programació d’horaris.

Recombinació ordenada La recombinació ordenada crea descendents utilitzant
l’ordre d’ambdós ancestres.

Els ancestres són dividits en tres trossos aleatòriament, pel descendent agafem la
secció 2 de l’ancestre 1 en l’ordre que està. La secció 3 agafa els primers valors no
presents en la secció 2. Després s’omple la secció 1 amb els nombres que falten de
l’ancestre 2.

Figura 32: Diagrama amb passos de la recombinació ordenada.

Font: Joseph L. Pachuau, Arnab Roy, and Anish Kumar Saha (2021). An Overview of Crossover
Techniques in Genetic Algorithm. Modeling, Simulation and Optimitzation. Chapter 46.

Recombinació parcialment mapejada D’igual manera que la recombinació
ordenada dividim els ancestres en 3, pel descendent la secció 1 i 3 de l’ancestre 1 i
la secció 2 de l’ancestre 2 són copiats.

Així el descendent tindrà gens duplicats, tots els gens duplicats en la secció 2 són
mapejats a la mateixa secció de l’ancestre 1. Després reemplacem els gens en la
secció 1 i 3 d’acord amb el mapejat.

Recombinació per marge La recombinació per marge va ser introduïda per
resoldre el TSP.
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La recombinació per marge crea una llista de ’veïns’ per a cada gen de l’ancestre,
la llista de veïns d’un gen són un gen la dreta en l’ancestre 1, un a l’esquerra de
l’ancestre 1, i així per l’ancestre 2. Agafem el primer gen de l’ancestre 1, i l’eliminem
de totes les llistes. De tots els punts en la llista del gen inserit agafem el que tingui
la llista de veïns menor (si són iguals agafem aleatòriament), i inserim al primer lloc
buit, eliminem aquest gen de totes les llistes.

Assumim dos ancestres: X = 18265473 i Y = 16352487.

La llista de veïns seria:

1 → 8, 3, 6, 7, 2 → 6, 8, 4, 5, 3 → 1, 7, 5, 6, 4 → 7, 5, 8, 2

5 → 4, 6, 2, 3, 6 → 5, 2, 3, 1, 7 → 3, 4, 1, 8, 8 → 2, 1, 4, 7

Llavors seguint l’algorisme, el descendent seria:

C = 17842653

Aquest algorisme no té en compte el cost de viatge del TSP, llavors una variant
per aquest algorisme va ser desenvolupada anomenada Recombinació constructiva
seqüencial. La diferència amb la Recombinació per marge és que afegeix una com-
paració del cost de viatge en seleccionar gens per la construcció del descendent.

5.5.3 Mutació

La mutació és un operador genètic que modifica un cromosoma d’una generació a la
següent, anàlogament a l’evolució biològica. Depenent de la probabilitat de mutació
s’utilitza per mantenir diversitat genètica o per facilitar la convergència, utilitzant-lo
com un mecanisme de control. L’objectiu de la mutació és evitar que la població de
cromosomes sigui massa similar, ja que podria convergir en un màxim local i donar
una solució no òptima.

La mutació, igual que la recombinació és un procés estocàstic, i depèn dels resultats
d’experiments aleatoris.

5.5.3.1 Mutació de representacions binàries

L’operador de mutació més comú en representacions binàries considera cada gen de
manera separada i permet cada bit girar-se. (De 0 a 1 o viceversa) amb una petita
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probabilitat pm. Així, el nombre de mutacions no està fixat i depèn de l’aleatorietat.
Llavors el nombre de mutacions esperat d’una representació de longitud x serà x·pm.

Figura 33: Mutació de gir del bit 5 d’una array de bits.

Font: Alamri, Basem & Alharbi, Yasser. (2020). A Framework for Optimum Determination of
LCL-Filter Parameters for N-Level Voltage Source Inverters Using Heuristic Approach. IEEE

Access. 8. Figure 9.

S’han fet un nombre d’estudis per determinar el valor adequat del paràmetre pm, la
majoria d’algorismes genètics utilitzen un valor en un rang de mutació d’entre un
gen per generació i un gen per descendent.

No obstant això, la millor opció depèn del resultat que vulguem. Si el que volem
és que la població sencera sigui molt apta, suggereix un percentatge de mutació
menor, per no descartar bones solucions, en canvi, si el que volem és una solució
molt apta, se suggereix un percentatge major per garantir un bon espai de cerca.
(Cal recalcar que en l’últim exemple, els paràmetres de mutació no són independents,
ja que s’hauria de combinar amb un algorisme de recombinació més agressiva per
assegurar que les millors solucions no es perdin.)

5.5.3.2 Mutació de representacions de valors enters

Reinici aleatori El reinici aleatori és semblant a la mutació de gir dels bits, però
amb nombres reals enters. Cada gen té una probabilitat pm, i aquesta probabilitat és
independent. Si aquest gen és triat, es tria un valor aleatori dins del conjunt de valors
permesos. És adequat per a cromosomes amb atributs cardinals (per exemple, nord,
sud, est, oest), ja que tots els valors tenen la mateixa possibilitat de ser escollits.

Mutació per arrossegament La mutació per arrossegament afegeix o treu petits
valors reals sencers al valor del gen. Aquest nombre és aleatori, seleccionat d’una
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distribució simètrica en el 0 i és més probable que hi hagi canvis petits.

Cal recalcar que la mutació per arrossegament requereix un nombre de paràmetres
controlant la distribució la qual els nombres són triats. Per això és imprescindible
triar bones configuracions d’aquests paràmetres, encara que no sempre es podran
trobar. Alternativament, es pot combinar amb el reinici aleatori amb una baixa
probabilitat.

5.5.3.3 Mutació de representacions de valors amb coma flotant

Per representar aquests valors amb coma flotant (o sigui, decimals), s’utilitzen vec-
tors, per exemple, el genotip d’una solució amb n gens és un vector x = ⟨x1, ... , xn⟩
amb xi ∈ R

Mutació uniforme Per l’operador de mutació uniforme, els valors de x′
i són se-

leccionats uniformement i aleatòriament de la distribució [Li, Ui]. Aquesta és l’opció
més senzilla, anàloga al gir de bit o reinici aleatori.

Mutació no uniforme La mutació no uniforme afegeix al valor del gen un valor
de la distribució Gaussiana o normal, seleccionat aleatòriament, amb mitjana 0, amb
una desviació típica seleccionada per l’usuari. Així, aproximadament dos terços dels
objectes mutats cauran dins d’una desviació típica més o una desviació típica menys,
per tant, la majoria dels canvis seran petits, però hi ha una possibilitat superior a
0 de generar grans canvis perquè la distribució mai arriba a 0.

p(∆xi) =
1

σ
√
2π

e
(xi−ξ)2

2σ2

En pràctica, s’aplica aquest operador amb probabilitat 1 per cada gen i en canvi
l’operador de mutació s’aplica per controlar la desviació típica de la distribució
normal.

Una alternativa a la distribució Gaussiana és la distribució de Cauchy, on la funció
decreix més lent, llavors la probabilitat de generar un nombre gran és una mica
major que la distribució Gaussiana.
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5.5.3.4 Mutació de representacions de valors ordenats

Per a representacions de valors ordenats o representacions de permutacions ja no és
possible considerar cada bit independentment, sinó trobar mutacions permissibles
movent gens dins del cromosoma. Això implica que el cromosoma sencer pateix una
mutació, en comptes que un gen en concret sigui alterat.

Mentre que els tres tipus més comuns de mutació per a representacions amb valors
ordenats (Intercanvi, Inserció i Barrejat) fan petits canvis a l’ordre dels cromoso-
mes, per a problemes basats amb adjacència (per exemple, el TSP) poden alterar
significativament les connexions dels grafs, llavors la mutació per inversió és més
utilitzada.

Mutació per intercanvi Dos gens en el cromosoma són seleccionats i les seves
posicions són intercanviades, com es pot veure a la Figura 34 a dalt.

Mutació per inserció Dos gens en el cromosoma són seleccionats i el segon gen
és mogut al costat de la primera, movent els altres gens cap a la dreta per fer lloc
per a aquest.

Mutació per barrejat Alguns valors, o en el cromosoma sencer, les posicions
dels gens pateixen un barrejat.

Mutació per inversió La mutació per inversió agafa dues posicions dins del
cromosoma i inverteixen l’ordre dels valors que hi ha entremig. Essencialment,
separa el cromosoma en tres parts, on a cada part manté les connexions entre elles
i només trenca les connexions entre les dues connexions entre les tres parts. Així,
la mutació per inversió és el canvi més petit que podem provocar en la solució d’un
problema basat en adjacència.

5.5.4 Selecció de supervivents (Substitució)

De forma similar a la selecció dels ancestres per la reproducció, la selecció de su-
pervivents distingeix els individus segons la seva aptitud. Aquest mecanisme és
utilitzat després de la creació de descendents dels ancestres. Com s’ha mencionat
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Figura 34: A dalt: Mutació per inversió. Al mig: Mutació per Inserció. A baix:
Mutació per barrejat

Font: Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing. Natural
Computing Series. Fig. 4.10.

Figura 35: Mutació per inversió

Font: Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing. Natural
Computing Series. Fig. 4.11.
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anteriorment, la població dins d’un algorisme evolutiu roman constant. Si un parell
d’ancestres creen un descendent, aquest hauria de substituir a un d’ells.

Llavors, es requereix prendre una decisió de quins individus seran seleccionats per
la següent generació, aquesta decisió és sovint basada en els seus valors d’aptitud,
afavorint aquells més aptes, encara que el terme ’edat’ és fet servir també. Així,
sorgeixen dos mètodes, la selecció a partir del valor d’aptitud i la selecció d’acord
amb l’edat, que selecciona els descendents de manera preferent.

Per formar una població de m individus a partir de m ancestres i n descendents,
podríem, en teoria, fer servir els mateixos algorismes que es fan servir per seleccionar
ancestres per la recombinació, però, en la història dels algorismes evolutius diferents
formes de selecció de supervivent s’han suggerit i s’utilitzen de manera generalitzada.

5.5.4.1 Substitució basada en l’edat

La base de la substitució basada en l’edat és que l’aptitud dels individus no es
té en compte durant la selecció de supervivents per la substitució de la població,
en canvi, és adaptat per tal que un individu sobrevisqui una quantitat definida de
generacions. Això comporta a què hi hagi la possibilitat de la mitjana o l’individu
que tingui millor aptitud sigui inferior a l’anterior generació, cosa la qual, encara
que sembli contradictori, no és un problema mentre no sigui un esdeveniment que
passi sovint, o fins i tot beneficial per la diversitat de la població.

Un increment de l’aptitud mitjana llavors recau en:

1. Una pressió selectiva al seleccionar ancestres per engendrar la següent genera-
ció.

2. Utilitzar operadors genètics que no siguin massa disruptius en els gens.

La substitució basada en l’edat és una de les utilitzades en els algorismes genètics,
ja que el nombre de descendents és el mateix que els ancestres, cada individu només
sobreviu una generació, i els ancestres són descartats.

5.5.4.2 Substitució basada en l’aptitud

Una varietat d’estratègies s’han proposat per escollir quins dels m individus dels m

ancestres i n descendents són escollits per la següent generació. Alguns també tenen
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en compte l’edat.

Substitució dels pitjors En aquest mètode de substitució els pitjors són selecci-
onats. Això pot portar a una convergència prematura, ja que la població se centra
en l’individu més apte, la qual pot portar a quedar-se encallat en un màxim local,
per aquesta raó s’utilitza en poblacions amb molts individus.

Elitisme Aquest mètode és sovint utilitzat juntament amb mètodes basats en
l’edat i substitucions basades en l’aptitud estocàstiques, per prevenir la pèrdua del
millor membre de la població. Llavors, si ho fem servir juntament amb un mètode
basat en l’edat i cap dels descendents és més apte que el millor que el millor de la
generació anterior, aquest és mantingut i un dels descendents és descartat.

Torneig de tots contra tots Aquest mecanisme va ser introduït dins de la Pro-
gramació Evolutiva, on és aplicat per trobar m supervivents. Aquest mètode fun-
ciona a partir de crear tornejos, on cada participant és avaluat contra un nombre
q d’altres individus seleccionats aleatòriament del grup d’ancestres i descendents.
A cada torneig, és una victòria per l’individu més apte del torneig. Després, per
la següent generació se seleccionen els que tenen més victòries. (En programació
evolutiva es recomana que q = 10.)

Així, aquesta variant estocàstica permet que solucions menys aptes siguin seleccio-
nats si han tingut sort en la selecció d’oponents, però a mesura que creix q, menys
probable és, fins al límit que és determinista en comptes d’estocàstic.

5.6 Finalització

Per un problema, s’ha de definir una condició de finalització. Si per un problema
es coneix el nivell d’aptitud, provinent d’un màxim òptim conegut d’una funció
objectiu, llavors en un món ideal pararíem l’algorisme si es troba una solució prou
adequada.

No obstant això, els algorismes genètics són estocàstics i no hi ha garantia que es
trobi aquest òptim, o sigui, que la condició no se satisfà. Llavors, hem d’expandir
aquesta condició amb una que pari l’algorisme. Les següents opcions són utilitzades:

1. Màximes generacions: L’algorisme para quan el nombre especificat de genera-
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cions han passat.

2. Temps transcorregut: L’algorisme para quan un temps especificat ha passat.

3. Sense canvi en l’adequació: Para si l’algorisme no ha trobat cap solució a la
millor passat un nombre especificat de generacions.

4. Poca diversitat: Si la diversitat de la població cau sota d’un límit l’algorisme
es para.

Si el màxim òptim no és conegut, llavors no necessitem una disjunció, sinó només
una condició de terminació de la llista anterior, o una que garanteixi que l’algorisme
es pari.

5.7 Propietats d’un algorisme evolutiu

Els algorismes evolutius tenen unes propietats al llarg de la seva cerca per noves i
millors solucions, per exemple, en un algorisme per la maximització d’una funció
es pot observar la distribució de la població de tres etapes en el seu procés, l’inici,
evolució i finalització.

Figura 36: Distribució de la població d’un procés típic d’un algorisme evolutiu

Font: Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing. Natural
Computing Series. Fig. 3.4

A la primera etapa, la població està distribuïda aleatòriament en tot l’espai de cerca,
i al cap d’unes generacions la distribució tendeix cap als pics de nivell d’adequació,
deixant les valls (zones amb baix nivell d’adequació) i incrementant l’adequació
mitjana. Cap al final es pot observar que tota la població s’apropa a diversos pics,
però alguns d’aquests poden ser subòptims, ja que pot ser que la població ’escali’
el pic equivocat, deixant a tots els individus en un màxim local i no tendir cap a
l’òptim global.
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Els termes ’exploració’ i ’explotació’ són utilitzats en els algorismes evolutius per
descriure aquests fenòmens i categoritzar diferents etapes del procés de cerca. L’-
exploració és la generació d’individus a les regions inexplorades de l’espai de cerca,
i explotació és la concentració de la cerca de solucions dins de l’àrea de solucions
òptimes conegudes. Els algorismes evolutius són referits de manera sovint com un
equilibri d’aquests dos termes, molta exploració pot comportar a una busca ineficient
i molta explotació pot comportar a una concentració de la busca massa ràpid.

L’efecte de convergència prematura és la pèrdua de diversitat genètica massa ràpi-
dament, i quedar-se atrapat en un òptim local. Es fan servir tècniques mencionades
anteriorment per prevenir l’efecte, com la pressió selectiva en algun dels algorismes
de recombinació, o seleccionar un mètode adequat de mutació.

5.7.1 Anytime Behavior o comportament en qualsevol moment

Un altre efecte és la gràfica de ’comportament en qualsevol moment’ o ’Anytime
Behaviour’, que és el valor d’adequació més alt d’un individu de la població a través
de les generacions o el temps. (Ref. Figura 37)

Figura 37: Gràfica millor valor de condicionament-temps

Font: Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing. Natural
Computing Series. Fig. 3.5

El gràfic és una corba, que mostra un progrés ràpid al principi i a mesura que passen
les generacions o el temps, va aplanant-se, ja que cada cop és més difícil trobar una
solució millor. Això és present a molts algorismes que funcionen a partir de millores
a les solucions inicials de manera iterativa. El nom ’qualsevol moment’ prové de la
propietat que la busca es pot aturar en qualsevol moment i l’algorisme tindrà una
solució, encara que sigui subòptima.

Basat en aquest gràfic, es poden fer observacions sobre la inicialització i la termina-
ció. Sobre la inicialització s’ha determinat que no fa falta crear una població millor
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que una població aleatòria per la inicialització de l’algorisme, per la corba de crei-
xement que presenta al principi; en poques generacions creix de forma exponencial
el valor d’adequació del millor individu. Sobre la terminació es pot observar que
si divideix el gràfic en dues meitats, en la primera meitat de la cerca el valor de
condicionament creix de manera ràpida, i a la segona meitat creix però de manera
molt lenta. Això suggereix que no surt a compte fer moltes més avaluacions, ja que
és improbable que trobi una solució significativament millor.

5.8 Limitacions

1. Millor solució: La millor solució només la millor solució en relatiu a les altres
solucions, llavors el criteri per parar l’algorisme no és clar en cada problema.

2. Màxim global: Generalment, no identificarà ni trobarà un màxim global (la
millor solució)

3. Convergència prematura: En molts dels problemes els algorismes evolutius
tendeixen a evolucionar cap a un màxim local, o sigui, no ’sap’ sacrificar con-
dicionament per aconseguir-ne a llarg termini, encara que es pot utilitzar una
altra funció d’avaluació, incrementant la probabilitat de mutació o utilitzant
diferents mètodes de selecció per garantir diversitat.

4. Funció d’avaluació: Repetides avaluacions de la funció d’avaluació d’una
funció és sovint el limitant dels algorismes evolutius. Trobar solucions per a
alguns problemes del món real com pot ser optimització d’estructures, una
sola funció d’avaluació pot tardar hores o dies a simular. En aquests casos és
necessari trobar el valor de condicionament de manera eficient computacional-
ment.

5. Creixement exponencial de la complexitat: Els algorismes evolutius no
escalen bé amb la complexitat. Si el nombre d’elements exposats a la mutació
és gran, implica un creixement exponencial en l’espai de cerca. Això difi-
culta enormement l’aplicació d’aquesta tècnica d’optimització per crear per
exemple, un avió, una casa o un motor. S’hauria de simplificar cada part
fins a la representació més simple possible: en comptes d’un motor sencer es
desenvolupen les formes de les aspes.

6. Complexitat en la protecció de seccions millor desenvolupades: L’al-
tre problema de la complexitat és el com protegir seccions de les solucions
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que s’han desenvolupat per representar una bona solució: identificació i pro-
tecció d’aquestes solucions de la mutació, recombinació i substitució, i que en
recombinar combini bé amb altres solucions.

7. Problemes de decisió: Un algorisme evolutiu no pot solucionar problemes
on la funció d’avaluació retorna un valor booleà (Sí/No), ja que no té manera
de convergir en la solució.
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Marc pràctic

6 El problema d’optimització de la distribució de
teclat

6.1 Complexitat temporal i notació de Landau o ’Big O’

En ciència de computadors, la complexitat temporal és la complexitat computacional
que descriu el temps és que tarda a executar un algorisme. És estimat contant el
nombre d’operacions elementals, suposant que cada operació elemental requereix un
temps determinat d’execució.

Com que aquest temps pot variar depenent de la mateixa mida d’entrades, normal-
ment es considera el pitjor cas possible.

La complexitat temporal es representa amb la notació de Landau o ’Big O Notation’
i es classifiquen segons el tipus de funció que apareix a la notació, per exemple, un
algorisme amb notació O(n) és un algorisme de temps lineal, o sigui que el temps
necessari creixerà linealment escalant amb del nombre d’entrades.

6.2 Problema del viatger ambulant (TSP)

El problema demana la següent qüestió: Donades una llista de ciutats i les distàncies
entre cadascuna de les ciutats, quina és la ruta més curta possible que visita totes
les ciutats un sol cop i retorna la ciutat d’origen? És un problema NP-Hard en
optimització combinatòria.

6.3 Definició del problema de la distribució

La distribució de teclat el podem representar com un graf, de manera similar al TSP,
i text que s’hagi d’escriure com a les ciutats que s’han de visitar. Cada ’ciutat’ en
el graf tindrà un cost fins a una altra ’ciutat’. Si es divideix el teclat en funció de
tecles que escriu cada dit:
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Figura 38: Gràfic de funcions comunament utilitzades en l’anàlisi d’algorismes, mos-
trant el nombre d’operacions N depenent de la mida d’entrada n de cada funció.

Font: Time complexity, Wikipedia.
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Figura 39: Ruta òptima a través de les 15 ciutats més grans d’Alemanya, és la ruta
més curta de les 43,589,145,600 possibles rutes.

Font: Combinatorial optimization, Wikipedia.

Figura 40: Diagrama dels viatges que es poden fer en funció del dit que escriu, els
dits índex escriuen 6 tecles, llavors s’han de calcular varies distàncies possibles

Font: Pròpia.
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Llista de complexitats temporals en notació de Landau
Nom Complexitat

temporal
Exemples

Temps constant O(1) Calcular (−1)n

Temps logarítmic O(logn) Cerca binària
Temps fraccional O(nc)

0 < c < 1
Cerca en un arbre kd

Temps lineal O(n) Trobar l’element més gran o més pe-
tit en una llista desordenada

Temps linearitmic O(n logn) Transformada ràpida de Fourier
Temps quadràtic O(n2) Bubble-sort, ordenament per inser-

ció
Temps cúbic O(n3) Càlcul de la correlació parcial
Temps subexponencial O(2n

ε
)

∀ϵ > 0
Millor algorisme conegut per la fac-
torització de nombres

Temps exponencial 2O(n) Resolució del TSP a partir de pro-
gramació dinàmica

Temps factorial O(n!) Resolució del TSP a partir de cerca
a força bruta

Taula 1: Taula amb les complexitats temporals més comunes.

Font: Time complexity, Wikipedia.

6.3.1 Distàncies entre tecles

Es considera que el dit que està més esquerra és el dit 1, el següent el dit 2, així
successivament, el dit 5 i 6 estan a la barra espaiadora. Es considera que el node del
graf és el centre d’una tecla i una distància d’una unitat al node de la tecla adjacent.
Llavors els parells tenen una distància:

Q-W (tecles adjacents): 1.000
Q-A (distància entre la fila superior i la del mig): 1.032
A-Z (distància entre la fila inferior i la del mig): 1.118
Q-Z (distància entre la fila inferior i superior): 2.138

Casos especials dels dits 4 i 7:

F-T i H-U: 1.247
R-G i Y-J: 1.605
F-B i H-M: 1.803
R-B i Y-M: 2.661
V-T i N-U: 2.015

56



6 El problema d’optimització de la distribució de teclat

6.3.2 Resolució a força bruta

Donada la naturalesa del problema, la resolució a força bruta és impossible, deter-
minar la quantitat de formes d’ordenar un conjunt de 30 elements es pot fer amb el
càlcul d’una permutació sense repetició: Vm = m!. Llavors:

V30 = 30! = 265252859812191058636308480000000

Vol dir que hi ha 2.652 · 1032 distribucions, això suposant que s’agafa una secció del
teclat de 30 tecles (on hi ha les lletres i 4 signes de puntuació).

Aquest nombre és tan gran que és inimaginable. Suposant una velocitat de càlcul
d’1 bilió (1012) de distribucions cada segon, es necessitarien 609 cops el temps que
ha transcorregut des de l’inici de l’univers. (El que ve a esdevenir un problema
d’optimització de temps factorial O(n!) on n = 30)

Per trobar realment la solució més bona, a força bruta, s’haurien de computar tots
els parells de lletres de cada llenguatge (també cal tenir en compte la freqüència
d’aquestes) i calcular una distribució perquè les distàncies mitjanes siguin mínimes.

6.3.3 Coses a tenir en compte

Dvorák va proposar uns principis els quals seguir, estudiant la fisiologia i la freqüèn-
cia de les lletres per crear una nova distribució, les quals es poden aplicar a totes les
distribucions:

• Les lletres s’han d’escriure alternant les mans tot el possible, per tal que sigui
més rítmic, s’incrementi la velocitat i es redueixi la quantitat d’errors.

• Per la màxima velocitat, les lletres més comunes i els digrames han d’estar a
la filera principal, sota on els dits descansen i sota els dits més forts.

• Les lletres menys comunes haurien d’estar a la filera inferior.

• Els digrames no s’haurien d’escriure amb el mateix dit.
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6.3.4 Text a analitzar

Per tal de saber si una solució proposada és bona és necessari un conjunt de dades
sobre el qual comprovar la distància entre les tecles és la mínima, en aquest cas
és un text. Aquest conjunt de dades ha de ser prou gran i diversa per tal que la
comprovació sigui precisa, i prou petita perquè es pugui iterar sobre ella en un temps
raonable.

Si aquest conjunt de dades és massa petit, només estaríem comprovant com és
d’òptima una distribució sobre aquell conjunt de dades. Si per exemple és només
una frase, només s’estaria comprovant com és d’efectiu una solució aplicada a aquella
frase i no a tot el llenguatge.

Per aquesta raó, depenent del text el qual s’hagi d’analitzar, l’algorisme evolutiu
evolucionarà cap a un màxim per aquell text, per tant, si introduïm text de diferents
llengües, sortiran solucions molt diferents, però optimitzades per aquella llengua, fins
i tot es podrien optimitzar teclats per a diferents llenguatges de programació.
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7 Resolució del problema

7.1 Material necessari

• Llenguatge de programació: S’utilitzarà Python com a llenguatge de pro-
gramació perquè és el millor llenguatge per a ciència de dades i intel.ligència
artificial.

• Jupyter Notebook: Amb aquesta aplicació podem executar el codi per blocs
i detectar i solucionar errors de manera més senzilla.

• Conjunt de dades: S’utilitzarà el conjunt de dades en català de ’Corpora
Collection’ de Leipzig, en concret un conjunt del 2021 amb 10,000 fragments
extrets de Wikipedia.

7.2 Metodologia de resolució

7.2.1 Preparació

Abans d’executar l’algorisme genètic es necessiten importar unes llibreries o mòduls,
que són blocs de codi ja programats que ens permeten utilitzar les seves funcions.

1 import math
2 import json
3 import random
4 from PIL import Image, ImageDraw, ImageFont
5 import matplotlib.pyplot as plt

Seguidament, s’han d’establir les posicions de les tecles, quines tecles corresponen a
cada dit i les posicions inicials de cada dit. El teclat serà representat de dalt a baix
i després d’esquerra a dreta. Les posicions inicials són les tecles corresponents a les
tecles ’ASDFJKLÑ’ en el teclat QWERTY, que corresponen a la vegada a les tecles
1, 4, 7, 10, 19, 22 i 28. S’utilitzarà un diccionari per associar cada tecla amb la tecla
inicial.

1 KEY_WIDTH = 0.94
2 MIDDLE_OFFSET = 0.24
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3 BOTTOM_OFFSET = 0.71
4 offsets = [0, MIDDLE_OFFSET, BOTTOM_OFFSET]
5

6 coords = {}
7 for i in range(30):
8 row = i%3
9 column = math.floor(i/3)

10 x = column*KEY_WIDTH + offsets[row]
11 y = row*KEY_WIDTH
12 coords[i] = (x, y)
13 coords

1 keys_per_finger = [[0,1,2], [3,4,5], [6,7,8], [9,10,11,12,13,14],
[15,16,17,18,19,20],[21,22,23], [24,25,26], [27,28,29]]↪→

2 home_key_pos = [1, 4, 7, 10, 19, 22, 25, 28]
3 home_keys = {}
4 for i, keys in enumerate(keys_per_finger):
5 for key in keys:
6 home_keys[key] = home_key_pos[i]

Després es crea un objecte a partir d’una cadena que representa el teclat. Aquesta
serà la representació del cromosoma.

El conjunt de dades sobre el qual iterarem serà un conjunt de dades en català de
’Corpora Collection’ de Leipzig, amb 10,000 fragments extrets de la Wikipedia. S’ha
modificat el conjunt perquè es pugui iterar sobre ella en un temps acceptable i perquè
no hi hagin caràcters no inclosos en les 30 tecles.

1 def genome_to_keyboard(genome):
2 keyboard = {}
3 for i, char in enumerate(genome):
4 keyboard[char] = i
5 return keyboard

1 cat_data = 'cat_wikipedia_2021_10K-sentences.txt'
2

3 with open('cat_wikipedia_2021_10K-sentences.txt') as file:
4 dump_text = file.read()
5 full_text = dump_text.lower()
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7.2.2 Funció d’avaluació

Abans de definir la funció d’avaluació es calcula la distància entre dues lletres i per
tots els parells de lletres, i llavors la funció d’avaluació calcula la distància total per
un text.

La funció d’avaluació calcularà la distància que han de recórrer els dits sobre un
text determinat (el conjunt de dades en català). El valor de condicionament serà la
distància recorreguda al final d’un text. Com és un problema de minimització, les
millors solucions són les que tenen menys distància.

1 # Calcular la distància entre dos lletres
2 def distance(first, second):
3 return math.hypot(second[0] - first[0], second[1] - first[1])
4

5 # Calcular la distància per tots els parells de lletres
6 distances = {i: {} for i in range(30)}
7 for keys in keys_per_finger:
8 for i in keys:
9 for j in keys:

10 distances[i][j] = distance(coords[i], coords[j]) / KEY_WIDTH
11

12 # Calcular la distància total donada una cadena de text (funció de la funció
d'avaluació)↪→

13 def total_distance(input_string, keyboard):
14 input_string = input_string.replace(' ', '')
15 first_char = input_string[0]
16 first_pos = keyboard[first_char]
17 first_home_key = home_keys[first_pos]
18 total_dist = distances[first_home_key][first_pos]
19 for i in range(0, len(input_string)-1):
20 cur_char = input_string[i]
21 next_char = input_string[i+1]
22 cur_pos = keyboard[cur_char]
23 next_pos = keyboard[next_char]
24 if cur_pos in distances and next_pos in distances[cur_pos]:
25 total_dist += distances[cur_pos][next_pos]
26 else:
27 home_key = home_keys[next_pos]
28 total_dist += distances[home_key][next_pos]
29 return total_dist
30

31 # Càlcul de distància total sobre el conjunt de dades
32 total_distance(full_text, qwerty)
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Per exemple per l’oració: ’L’algorisme genètic és el algorisme evolutiu més conegut.’
es recorren 42.633 unitats de distància en la distribució QWERTY, i perquè sigui
una millor solució que QWERTY hauria de recórrer menys unitats.

7.2.3 Execució de l’algorisme genètic

7.2.3.1 Inicialització i funció d’avaluació

La població és generada aleatòriament a partir de la cadena ’qazwsxedcrfvtgbyhnujmik,ol.pñ-
’ de caràcters possibles. La funció d’avaluació llavors avalua la distància per a cada
teclat sobre el text d’entrenament.

Aquí només es defineixen les funcions, i no s’executa res, ja que les funcions encara
no han sigut cridades.

1 # Inicialització
2 def init_population(pop_size):
3 keyboard_chars = list('qazwsxedcrfvtgbyhnujmik,ol.pñ-')
4 population = []
5 for i in range(pop_size):
6 rand_gnome = keyboard_chars[:]
7 random.shuffle(rand_gnome)
8 population.append(rand_gnome)
9 return population

10

11 # Funció d'avaluació
12 def get_evals(population):
13 evals = {}
14 for i, genome in enumerate(population):
15 keyboard = genome_to_keyboard(genome)
16 dist = total_distance(full_text, keyboard)
17 evals[i] = dist
18 sorted_evals = [k for k, v in sorted(evals.items(), key=lambda item:

item[1])]↪→

19 return evals, sorted_evals

7.2.3.2 Operadors genètics

De la mateixa manera que en la inicialització i els paràmetres, aquí només es defineix
la funció.
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L’algorisme de recombinació selecciona dos ancestres, crea un teclat en blanc i deter-
mina un punt aleatori de recombinació per separar els teclats, i comença a ’emplenar’
la dreta del punt de recombinació amb un nombre aleatori de lletres de l’ancestre 1
i emplena la resta amb les lletres restants de l’ancestre 2. És un mètode de recom-
binació similar a la Recombinació Ordenada (5.5.2.3)

Hi ha una probabilitat de mutació on dues tecles es canvien de posició en el descen-
dent, que és una mutació per intercanvi. 5.5.3.4

1 # Algorisme de Recombinació i mutació
2 def mate(board1, board2, mutation_rate):
3 keyboard_size = len(board1)
4 idx = random.randint(0, keyboard_size-1)
5 length = random.randint(0,keyboard_size-1)
6 child = ['_' for i in range(keyboard_size)]
7 for i in range(length):
8 if idx > keyboard_size-1:
9 idx = 0

10 child[idx] = board1[idx]
11 idx += 1
12

13 child_idx = idx
14 while '_' in child:
15 if idx > keyboard_size-1:
16 idx = 0
17 if child_idx > keyboard_size-1:
18 child_idx = 0
19 char = board2[idx]
20 if char in child:
21 idx += 1
22 continue
23 child[child_idx] = board2[idx]
24 child_idx += 1
25 idx += 1
26

27 prob = random.random()
28 if prob < mutation_rate:
29 point1 = random.randint(0, 29)
30 point2 = random.randint(0, 29)
31 gene1 = child[point1]
32 gene2 = child[point2]
33 child[point1] = gene2
34 child[point2] = gene1
35

36 return child
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Figura 41: Recombinació de dos teclats

Font: Pròpia.

Figura 42: Mutació d’un descendent després de recombinar-se

Font: Pròpia.
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7.2.3.3 Selecció de supervivents

La selecció de supervivents serà elitista, seleccionarà el 10% de les millors solucions
de la generació actual i les passarà a la següent, i recombinaran aleatòriament els
teclats per sobre de 50% en la població per crear descendents.

1 # Selecció de supervivents per la següent generació
2 def new_generation(population, sorted_evals, p_size, mutation_rate):
3 new_gen = []
4

5 sorted_population = []
6 for i in sorted_evals:
7 sorted_population.append(population[i])
8

9 for i in range(int(p_size*0.1)):
10 new_gen.append(sorted_population[i])
11

12 for _ in range(int(p_size*0.9)):
13 p1 = random.choice(sorted_population[:int(p_size*0.5)])
14 p2 = random.choice(sorted_population[:int(p_size*0.5)])
15 child = mate(p1, p2, mutation_rate)
16 new_gen.append(child)
17

18 return new_gen

A partir d’ara s’iniciarà l’algorisme amb els paràmetres següents:

• Població: 100 individus

• Generacions: 100 generacions

• Probabilitat de mutació: 10%

1 P_SIZE = 100
2 GENERATIONS = 100
3 MUTATION_RATE = .1
4

5 learning = {
6 'generations': {}
7 }
8

9 population = init_population(P_SIZE)
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10

11 for i in range(GENERATIONS):
12 evals, sorted_evals = get_evals(population)
13 sum_evals = 0
14 for key in evals:
15 sum_evals += evals[key]
16 avg_evals = sum_evals/P_SIZE
17 learning['generations'][i] = {
18 'population': population,
19 'best': population[sorted_evals[0]],
20 'min': evals[sorted_evals[0]],
21 'avg': avg_evals
22 }
23 print('GEN: {}, AVG: {}, MIN: {}, BEST: {}'.format(i+1, avg_evals,

evals[sorted_evals[0]], population[sorted_evals[0]]))↪→

24

25 population = new_generation(population, sorted_evals, P_SIZE, MUTATION_RATE)
26

27 LEARNING_JSON = 'learning.json'
28 with open(LEARNING_JSON, 'w') as fp:
29 json.dump(learning, fp)

7.2.4 Resultats i visualització de l’algorisme

En acabar el programa es generen dos gràfics i una imatge, el primer gràfic és la
distància mitjana a cada generació i el segon gràfic és la solució amb la distància
mínima a cada generació, o sigui, la gràfica de comportament en qualsevol moment,
i s’hi pot observar el creixement desproporcionat al principi.

La imatge és el teclat que recorre menys distància, en format .png.

1 # Visualització de la optimtizació
2 with open(LEARNING_JSON) as fp:
3 learning = json.load(fp)
4

5 last_dist = 1000000000
6 min_dists = []
7 avg_dists = []
8 generations = len(learning['generations'])
9

10 for i in range(0, generations):
11 min_dist = learning['generations'][str(i)]['min']
12 avg_dist = learning['generations'][str(i)]['avg']
13 min_dists.append(min_dist)
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14 avg_dists.append(avg_dist)
15

16 plt.plot(min_dists, label='Lowest Distance')
17 plt.xlabel('Generations')
18 plt.ylabel('Distance')
19 plt.legend()
20 plt.show()
21

22 plt.plot(avg_dists, label='Average Distance', color='orange')
23 plt.xlabel('Generations')
24 plt.ylabel('Distance')
25 plt.legend()
26 plt.show()
27

28 # Visualització del teclat final
29 kb = learning['generations'][str(GENERATIONS-1)]['best'] # best keyboard found
30

31 with Image.open("template.jpg").convert("RGBA") as base:
32

33 txt = Image.new("RGBA", base.size, (255, 255, 255, 0))
34 fnt = ImageFont.truetype("SFNSMono.ttf", 40)
35 d = ImageDraw.Draw(txt)
36

37 x_offsets = [110, 135, 175]
38 for i in range(30):
39 row = i%3
40 column = math.floor(i/3)
41 x = column*60 + x_offsets[row]
42 y = row*65 + 85
43 char_coords = (x, y)
44 d.text(char_coords, kb[i], font=fnt, fill=(0, 0, 0, 255))
45

46 out = Image.alpha_composite(base, txt)
47

48 display(out)
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Figura 43: Mitjana de distància recorreguda en una solució per generació.

7.3 Comparació

Per comprovar que el teclat és realment més eficient es faran diferents proves per
comparar l’eficiència, s’introduiran textos (extrets de la Wikipedia aleatòriament)
en un programa per comprovar la distància d’aquesta.

• El Parlament Basc està compost per setanta-cinc parlamentaris que represen-
ten els ciutadans dels tres territoris històrics que formen la comunitat autò-
noma del País Basc: Àlaba, Guipúscoa i Biscaia, que aporten al Parlament el
mateix nombre de diputats cadascuna, encara que la seva demografia és molt
diferent. (Parlament Basc, Wikipedia)

QWERTY recorre una distància de 209.80 unitats, mentre que PCG 96.312 unitats.
Un decrement del 54.09%.

• El Dia Universal del Nen o de la Infància, és un dia consagrat a la fraternitat
i a la comprensió entre els nens del món. Aquest està destinat a fomentar
el benestar i els drets dels nens del món. L’any 1954, l’Assemblea General
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Figura 44: Distància recorreguda per la millor solució a cada generació. (Gràfica
del comportament en qualsevol moment)

Figura 45: La millor solució, amb el nom ’distribució PCG’.
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de les Nacions Unides va recomanar que es constituís a tots els països un
Dia Universal del Nen i també va suggerir als governs estatals que celebressin
aquest dia, en la data que cadascun d’aquests decidís més convenient. (Dia de
la infància, Wikipedia)

QWERTY recorre una distància de 266.071 unitats, mentre que PCG recorre 105.074.
Un decrement del 60.5%.

• El Premi Vila de Martorell disposa de la categoria oberta de poesia catala-
na, poesia castellana, Premi Traducció de Clàssics Memorial Montserrat Ros,
microrelats i dels premis locals d’adults. Està convocat per l’Ajuntament de
Martorell. (Premi Vila de Martorell, Wikipedia)

QWERTY recorre una distancia de 138.97 unitats, mentre que PCG recorre 68.64.
Un decrement del 50.6%.

Es pot observar un decrement significatiu en la distància que s’ha de recórrer per
escriure un text extret de la Wikipedia aleatòriament, de mínim un 50%.

• Així mateix, l’article dos de la Llei esmentada preveu que els reials decrets
legislatius que es dictin dacord amb aquesta Llei han dincloure la derogació
expressa de les normes que hagin estat objecte de refosa, així com de les dis-
posicions reglamentàries dictades en aplicació i desplegament daquestes que
siguin incompatibles amb la refosa efectuada. (Ministeri d’hisenda i adminis-
tracions públiques, Suplement en llengua catalana al núm. 261, BOE)

QWERTY recorre una distància de 216.083 unitats mentre que PCG recorre 109.81.
Un decrement del 49.17% sobre un fragment d’un text legislatiu.

7.4 Observacions

7.4.1 Freqüència de les lletres

La solució proposada és més eficient que el QWERTY estàndard, però encara això
s’han de complir els criteris que estableix que un teclat sigui eficient.

Primer es comprovarà que les lletres més comunes estan col.locades a la filera prin-
cipal, i les menys comunes a la filera inferior.
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Figura 46: Freqüència de les lletres en català, ordenat de més freqüent a menys.

Font: Freqüència de les lletres, Wikipedia
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Es pot observar que a excepció de la O (la cinquèna lletra més comuna), les 8 lletres
més utilitzades estan col.locades a les tecles inicials dels dits, constituint un 69.2%
de les lletres, comparat amb el 32.8% de QWERTY.

Les lletres W, K i Y, les menys comunes, es troben en la filera inferior, i la Z, la Ñ
es troben la filera superior, però en les posicions més llunyanes possibles, les altres
lletres de freqüència mitjana (B, Q, H, F, V, P, C, G) es troben en posicions en la
filera superior i inferior.

7.4.2 Freqüència dels dígrafs

Encara que les lletres estiguin ben distribuïdes, una altra característica important
és poder escriure digrames amb mans diferents. Els deu digrames més freqüents són:
’es’, ’de’, ’en’, ’el’, ’er, ’re’, ’al’, ’la’, ’ta’ i ’ar’.

En aquest punt la distribució de teclat presenta algun defecte, ja que els digrames
’es’, ’en’, ’el’, ’ta’ i ’ar’, el primer, tercer, quart, novè i desè digrama més comú
respectivament no s’escriuen alternant les mans (constitueixen aproximament el 10%
dels digrames). Tot i això es compleix que no s’escriu un digrama amb un mateix
dit.

Per exemple els digrames ’ce’, ’ix’, ’sf’, ’bi’ i ’lu’ que en la nostra distribució s’escriuen
amb un mateix dit, que aparentment poden ser comuns, ocupen les posicions 119,
120, 192, 181 i 182 en la llista de digrames més comuns respectivament.

Fins i tot digrames comuns que siguin dues lletres, o sigui ’ll’, ’rr’ ocupen les posicions
45 i 128, encara que sigui inevitable que s’escriguin amb els mateixos dits.

7.4.3 Problemes

Encara que la solució és òptima sorgeixen diversos problemes, alguns no relacionats
amb:

• Per la naturalesa dels algorismes evolutius la solució no és la millor, però és
’prou’ bona per ser una solució acceptable.

• El text d’entrenament són fragments extrets de la Wikipedia, llavors l’optimit-
zació serà millor sobre textos similars (o sigui, textos de la Wikipedia o articles
o textos amb estil d’escriptura similars). Si provem el teclat sobre escriptura
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informal, textos legislatius o programari potser no hi ha una optimització tan
bona.

• Aquesta solució només està optimitzada per un estil d’escriptura d’article en
català, llavors no és eficient per altres llenguatges com l’anglès.

• Si es volgués implementar aquesta distribució en la societat catalana, és poc
probable que pogués funcionar, ja que tothom que ha utilitzat un ordinador
(que en el 2023 és pràcticament tothom) està avesat a la distribució QWERTY
i fer el canvi requereix un gran esforç.

• Encara que algú vulgui fer el canvi a la distribució PCG, és poc natural, perquè
intercala lletres amb símbols com ’-’ i ’,’ en llocs enmig del teclat.

• No s’ha considerat els accents ni les dièresis, s’han considerat com a la lletra
base, aquestes tecles poden ser accionades pel dit petit, però no s’han tingut
en compte com a l’hora de programar l’algorisme.

8 Conclusions

Com s’ha pogut observar, s’ha creat un teclat millor que QWERTY en termes de
distància recorreguda a partir d’algorismes genètics, però és un tema en el qual es
pot aprofundir molt més, ja que per crear una distribució no només s’ha de reduir la
distància recorreguda pels dits. Amb aquest resultat sorgeixen diversos problemes,
notablement l’escriptura per a textos en diferents llengües donada la diferència en
les lletres més comunes i els digrames més comuns.

Si es volgués implementar una distribució alternativa a una societat que ja està
adaptada a un format, passarà el mateix que va passar amb Dvorák en els anys
1930, perquè la majoria de la població que feia servir un teclat tenia interioritzat la
distribució QWERTY.

Pel que fa als paràmetres de l’algorisme genètic, potser la quantitat de generacions
hauria d’haver sigut més gran, encara que la diferència no hagués sigut significativa,
però això hagués requerit molt més temps de computació. S’hauria d’haver utilitzat
un conjunt de dades de text sobre el qual iterar diferents tipus de text com podria
ser programari, articles de notícies, textos informals (com podrien ser missatges de
Whatsapp, tweets, etc.), textos legislatius, etc. Però això hauria requerit un enorme
esforç en la creació d’un corpus que englobés totes aquestes dades, en l’extracció
d’aquestes i en la selecció i verificació que les dades siguin bones i utilitzables.
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8 Conclusions

Els objectius que s’havien proposat al principi s’han complert: trobar una distribució
molt millor que QWERTY i millorar les meves habilitats de programació. Pel que
fa al perquè no s’han aplicat mai distribucions alternatives a gran escala, la meva
hipòtesi és degut a la popularitat de QWERTY i en la dificultat que hi ha en
fer el canvi. Aquests objectius eren els que m’havia proposat al principi, encara
que no s’hagin complert tots. Trobar la millor distribució teòrica és pràcticament
impossible, i a mesura que ha avançat el treball nous objectius han sorgit, com
podria ser investigar en profunditat els operadors genètics, com funcionen i quines
diferències hi ha entre els diferents algorismes evolutius o comprovar l’eficàcia de
diferents distribucions de teclat.

74



9 Bibliografia

9 Bibliografia

1. Wikipedia contributors. (2022, August 26th) QWERTY. Wikipedia.

https://ca.wikipedia.org/wiki/QWERTY#History

2. Wikipedia contributors. (2023, March 9th) QWERTY. Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/QWERTY#History

3. Wikipedia contributors. (2023b). Colemak. Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Colemak

4. Wikipedia contributors. (2023a). Dvorak. Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Dvorak

5. Wikipedia contributors. (2023, June 14th) Algoritmo genético. Wikipedia.

https:/es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_genético

6. Wikipedia contributors. (2023, July 23rd) Genetic algorithms. Wikipedia.

https://es.wikipedia.org/wiki/Genetic_algorithm

7. Wikipedia contributors. (2023, June 17th) Fitness proportionate selection.
Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Fitness_proportionate_selection

8. Wikipedia contributors. (2022, June 15th) Selecció (Algorisme Genètic). Wiki-
pedia.

https://ca.wikipedia.org/wiki/Selecció_(algorisme_genètic)

9. Wikipedia contributors. (2022, June 15th) Selecció per torneig. Wikipedia.

https://ca.wikipedia.org/wiki/Selecció_per_torneig

10. Wikipedia contributors. (2023, July 25th) Selection (Genetic Algorithm).
Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Selection_(genetic_algorithm)

11. Wikipedia contributors. (2023, August 9th). Time complexity. Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Time_complexity

12. Wikipedia contributors. (2023, August 15th). Big O notation. Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation

75

https://ca.wikipedia.org/wiki/QWERTY#History
https://en.wikipedia.org/wiki/QWERTY#History
https://en.wikipedia.org/wiki/Colemak
https://en.wikipedia.org/wiki/Dvorak
https:/es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_genético
https://es.wikipedia.org/wiki/Genetic_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/Fitness_proportionate_selection
https://ca.wikipedia.org/wiki/Selecció_(algorisme_genètic)
https://ca.wikipedia.org/wiki/Selecció_per_torneig
https://en.wikipedia.org/wiki/Selection_(genetic_algorithm)
https://en.wikipedia.org/wiki/Time_complexity
https://en.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation


9 Bibliografia

13. Wikipedia contributors. (2023, August 18th). Travelling salesman problem.
Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem

14. Wikipedia contributors. (2022b, December 1st). Sholes and Glidden typewri-
ter. Wikipedia.

https://en.wikipedia.org/wiki/Sholes_and_Glidden_typewriter

15. GeeksforGeeks. (2023). Genetic algorithms. GeeksforGeeks.

https://www.geeksforgeeks.org/genetic-algorithms

16. IBM Archives: The history of IBM electric typewriters. (n. d.).

https://www.ibm.com/ibm/history/exhibits/modelb/modelb_history.html

17. Sholes, Glidden, & Soule Typewriter Patent Model. (n. d.). National Museum
of American History.

https://americanhistory.si.edu/collections/search/object/nmah_850123

18. Maltron (14 Gener 2014)

https://web.archive.org/web/20140114194314/http://maltron.com/keyboard-
info/the-maltron-letter-layout-advantage

19. Yasuoka, K., & Yasuoka, M. (2011). On the Prehistory of QWERTY. ZIN-
BUN, 42, pp. 161-174.

20. K. Nivasch and A. Azaria, "A Deep Genetic Method for Keyboard Layout
Optimization,"(2021). IEEE 33rd International Conference on Tools with Ar-
tificial Intelligence (ICTAI), Washington, DC, USA, 2021, pp. 435-441.

21. D. Ferguson & J. Duncan. (1974). Keyboard Design and Operating Posture,
Ergonomics, 17:6, 731-744

22. Noyes, J. (1983). The QWERTY keyboard: a review. International Journal
of Man-Machine Studies, 18(3), 265281.

23. Lillian G. Malt. (1977). Keyboard design in the electronic era. Conference
Paper No. 6, *Pira Eurotype - Forum.

24. Champlin, Ryan. Selection Methods of Genetic Algorithms (2018). Student
Scholarship - Computer Science. 8.

25. Jebari, Khalid. (2013). Selection Methods for Genetic Algorithms. Internati-
onal Journal of Emerging Sciences. 3. 333-344.

76

https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Sholes_and_Glidden_typewriter
https://www.geeksforgeeks.org/genetic-algorithms
https://www.ibm.com/ibm/history/exhibits/modelb/modelb_history.html
https://americanhistory.si.edu/collections/search/object/nmah_850123
https://web.archive.org/web/20140114194314/http://maltron.com/keyboard-info/the-maltron-letter-layout-advantage
https://web.archive.org/web/20140114194314/http://maltron.com/keyboard-info/the-maltron-letter-layout-advantage


9 Bibliografia

26. Universidad de Oviedo. (2016). Introducción a la Inteligencia Artificial.

27. Apar Garg. (2021). Crossover Operators in Genetic Algorithm . Medium.

28. Joseph L. Pachuau, Arnab Roy & Anish Kumar Saha. (2021). An Overvi-
ew of Crossover Techniques in Genetic Algorithm. Modeling, simulation and
optimization. 581-598.

29. Michalewicz, Z. (1996). A Note on Usefulness of Geometrical Crossover for
Numerical Optimization Problems. Evolutionary Programming.

30. Emmanuele Bort, Gabriele Franceschini, Andrea Massa, Member, IEEE, and
Paolo Rocca (2005). Improving the Effectiveness of GA-Based Approaches
to Microwave Imaging Through an Innovative Parabolic Crossover. IEEE
Antennas and Wireless Propagation Letters, 4, 138-142.

31. Eiben, A. E., & Smith, J. E. (2015). Introduction to Evolutionary Computing.
Natural Computing Series.

32. S.N.Sivanandam & S.N.Deepa (2008). Introduction to Genetic Algorithms.

33. Pradeepmon, T. G., Panicker, V. V., & Sridharan, R. (2018). Hybrid estima-
tion of distribution algorithms for solving a keyboard layout problem. Journal
of Industrial and Production Engineering, 116.

77



A Sortides

10 Annexes

A Sortides

A.1 Coordenades

coords = {0: (0.0, 0.0), 1: (0.24, 0.94), 2: (0.71, 1.88), 3: (0.94, 0.0), 4: (1.18,
0.94), 5: (1.65, 1.88), 6: (1.88, 0.0), 7: (2.12, 0.94), 8: (2.59, 1.88), 9: (2.82, 0.0),
10: (3.06, 0.94), 11: (3.53, 1.88), 12: (3.76, 0.0), 13: (4.0, 0.94), 14: (4.47, 1.88),
15: (4.7, 0.0), 16: (4.94, 0.94), 17: (5.41, 1.88), 18: (5.64, 0.0), 19: (5.88, 0.94), 20:
(6.35, 1.88), 21: (6.58, 0.0), 22: (6.82, 0.94), 23: (7.29, 1.88), 24: (7.52, 0.0), 25:
(7.76, 0.94), 26: (8.23, 1.88), 27: (8.46, 0.0), 28: (8.7, 0.94), 29: (9.17, 1.88)}

A.2 Distància entre cada parell de lletres

distances = {0: {0: 0.0, 1: 1.032, 2: 2.138}, 1: {0: 1.032, 1: 0.0, 2: 1.118}, 2: {0:
2.138, 1: 1.118, 2: 0.0}, 3: {3: 0.0, 4: 1.032, 5: 2.138}, 4: {3: 1.032, 4: 0.0, 5:
1.118}, 5: {3: 2.138, 4: 1.118, 5: 0.0}, 6: {6: 0.0, 7: 1.032, 8: 2.138}, 7: {6: 1.032,
7: 0.0, 8: 1.118}, 8: {6: 2.138, 7: 1.118, 8: 0.0}, 9: {9: 0.0, 10: 1.032, 11: 2.138,
12: 1.0, 13: 1.605, 14: 2.661}, 10: {9: 1.032, 10: 0.0, 11: 1.118, 12: 1.247, 13: 1.0,
14: 1.803}, 11: {9: 2.138, 10: 1.118, 11: 0.0, 12: 2.015, 13: 1.118, 14: 1.0}, 12: {9:
1.0, 10: 1.247, 11: 2.015, 12: 0.0, 13: 1.032, 14: 2.138}, 13: {9: 1.605, 10: 1.0, 11:
1.118, 12: 1.032, 13: 0.0, 14: 1.118}, 14: {9: 2.661, 10: 1.803, 11: 1.0, 12: 2.138, 13:
1.118, 14: 0.0}, 15: {15: 0.0, 16: 1.032, 17: 2.138, 18: 1.0, 19: 1.605, 20: 2.661},
16: {15: 1.032, 16: 0.0, 17: 1.118, 18: 1.247, 19: 1.0, 20: 1.803}, 17: {15: 2.138,
16: 1.118, 17: 0.0, 18: 2.015, 19: 1.118, 20: 1.0}, 18: {15: 1.0, 16: 1.247, 17: 2.015,
18: 0.0, 19: 1.032, 20: 2.138}, 19: {15: 1.605, 16: 1.0, 17: 1.118, 18: 1.032, 19: 0.0,
20: 1.118}, 20: {15: 2.661, 16: 1.803, 17: 1.0, 18: 2.138, 19: 1.118, 20: 0.0}, 21:
{21: 0.0, 22: 1.032, 23: 2.138}, 22: {21: 1.032, 22: 0.0, 23: 1.118}, 23: {21: 2.138,
22: 1.118, 23: 0.0}, 24: {24: 0.0, 25: 1.032, 26: 2.138}, 25: {24: 1.032, 25: 0.0, 26:
1.118}, 26: {24: 2.138, 25: 1.118, 26: 0.0}, 27: {27: 0.0, 28: 1.032, 29: 2.138}, 28:
{27: 1.032, 28: 0.0, 29: 1.118}, 29: {27: 2.138, 28: 1.118, 29: 0.0}}
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A.3 Informació sobre cada generació de l’algorisme

Llegenda:

GEN: Generació actual, vegades iterades sobre la població.

AVG: Distància mitjana recorreguda per la població sobre el text d’entrenament.

MIN: Distància recorreguda pel teclat més eficient d’una generació.

BEST: Millor teclat trobat fins el moment.

GEN: 1, AVG: 470475.406852754, MIN: 344756.2510589157, BEST: [’ñ’, ’d’, ’l’, ’k’,
’r’, ’i’, ’z’, ’v’, ’a’, ’-’, ’u’, ’n’, ’x’, ’b’, ’m’, ’g’, ’c’, ’p’, ’h’, ’.’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’e’,
’w’, ’,’, ’s’, ’o’]
GEN: 2, AVG: 443330.2054958697, MIN: 344756.2510589157, BEST: [’ñ’, ’d’, ’l’, ’k’,
’r’, ’i’, ’z’, ’v’, ’a’, ’-’, ’u’, ’n’, ’x’, ’b’, ’m’, ’g’, ’c’, ’p’, ’h’, ’.’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’e’,
’w’, ’,’, ’s’, ’o’]
GEN: 3, AVG: 420769.57290126686, MIN: 329134.811571821, BEST: [’ñ’, ’t’, ’i’, ’n’,
’e’, ’.’, ’r’, ’-’, ’x’, ’m’, ’p’, ’l’, ’h’, ’d’, ’q’, ’f’, ’z’, ’v’, ’g’, ’c’, ’u’, ’y’, ’w’, ’j’, ’,’, ’s’,
’o’, ’b’, ’a’, ’k’]
GEN: 4, AVG: 406470.4488925756, MIN: 302072.13130626816, BEST: [’ñ’, ’t’, ’i’,
’f’, ’.’, ’g’, ’l’, ’n’, ’q’, ’p’, ’r’, ’m’, ’v’, ’e’, ’w’, ’j’, ’,’, ’b’, ’c’, ’s’, ’y’, ’z’, ’o’, ’x’, ’u’,
’d’, ’h’, ’-’, ’a’, ’k’]
GEN: 5, AVG: 414511.6653360801, MIN: 289082.92039128224, BEST: [’.’, ’t’, ’m’,
’k’, ’e’, ’h’, ’x’, ’r’, ’v’, ’w’, ’g’, ’i’, ’b’, ’u’, ’ñ’, ’j’, ’z’, ’f’, ’y’, ’d’, ’-’, ’l’, ’s’, ’q’, ’n’,
’a’, ’p’, ’o’, ’,’, ’c’]
GEN: 6, AVG: 389197.09914751357, MIN: 289082.92039128224, BEST: [’.’, ’t’, ’m’,
’k’, ’e’, ’h’, ’x’, ’r’, ’v’, ’w’, ’g’, ’i’, ’b’, ’u’, ’ñ’, ’j’, ’z’, ’f’, ’y’, ’d’, ’-’, ’l’, ’s’, ’q’, ’n’,
’a’, ’p’, ’o’, ’,’, ’c’]
GEN: 7, AVG: 383238.3258199947, MIN: 271167.4433258828, BEST: [’ñ’, ’d’, ’l’, ’k’,
’r’, ’i’, ’z’, ’a’, ’u’, ’-’, ’n’, ’x’, ’m’, ’g’, ’c’, ’p’, ’h’, ’.’, ’b’, ’v’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’e’,
’w’, ’,’, ’s’, ’o’]
GEN: 8, AVG: 376611.57476184604, MIN: 271167.4433258828, BEST: [’ñ’, ’d’, ’l’,
’k’, ’r’, ’i’, ’z’, ’a’, ’u’, ’-’, ’n’, ’x’, ’m’, ’g’, ’c’, ’p’, ’h’, ’.’, ’b’, ’v’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’,
’e’, ’w’, ’,’, ’s’, ’o’]
GEN: 9, AVG: 371711.1573088271, MIN: 271167.4433258828, BEST: [’ñ’, ’d’, ’l’, ’k’,
’r’, ’i’, ’z’, ’a’, ’u’, ’-’, ’n’, ’x’, ’m’, ’g’, ’c’, ’p’, ’h’, ’.’, ’b’, ’v’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’e’,
’w’, ’,’, ’s’, ’o’]
GEN: 10, AVG: 355145.18646622956, MIN: 265949.108904302, BEST: [’ñ’, ’t’, ’i’,
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’n’, ’e’, ’.’, ’q’, ’l’, ’r’, ’w’, ’v’, ’m’, ’p’, ’f’, ’g’, ’j’, ’,’, ’b’, ’c’, ’s’, ’y’, ’z’, ’o’, ’x’, ’u’,
’d’, ’h’, ’-’, ’a’, ’k’]
GEN: 11, AVG: 363221.4322016345, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 12, AVG: 353074.66173891345, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 13, AVG: 340777.611993026, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 14, AVG: 340835.580176094, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 15, AVG: 340940.9614911647, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 16, AVG: 330750.24616176763, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 17, AVG: 317586.8537889041, MIN: 239137.8684846404, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’r’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 18, AVG: 312984.1178788654, MIN: 232706.6522103884, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 19, AVG: 291122.915122709, MIN: 232706.6522103884, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 20, AVG: 244174.2236658806, MIN: 232706.6522103884, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 21, AVG: 246456.0255002001, MIN: 232202.12619074967, BEST: [’h’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’g’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 22, AVG: 253711.16636182345, MIN: 231202.9487105054, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’h’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’w’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 23, AVG: 261519.87620282275, MIN: 231202.9487105054, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
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’v’, ’e’, ’h’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’w’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 24, AVG: 243036.10904749925, MIN: 231202.9487105054, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’h’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’w’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 25, AVG: 251528.69749668904, MIN: 231202.9487105054, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’h’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’w’, ’.’, ’o’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 26, AVG: 251747.49395950502, MIN: 229612.048891134, BEST: [’g’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’,’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’o’, ’w’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’u’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 27, AVG: 260177.8962044936, MIN: 225302.23219289165, BEST: [’p’, ’n’, ’g’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 28, AVG: 272216.88291853835, MIN: 225302.23219289165, BEST: [’p’, ’n’, ’g’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 29, AVG: 275660.31618276215, MIN: 223726.6872138016, BEST: [’c’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 30, AVG: 265316.4605587655, MIN: 223726.6872138016, BEST: [’c’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 31, AVG: 274369.01322954264, MIN: 223726.6872138016, BEST: [’c’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 32, AVG: 273131.46937275236, MIN: 223726.6872138016, BEST: [’c’, ’n’, ’p’,
’v’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 33, AVG: 263626.5262840726, MIN: 223600.6430820084, BEST: [’p’, ’n’, ’g’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 34, AVG: 268914.0762390841, MIN: 223600.6430820084, BEST: [’p’, ’n’, ’g’,
’v’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’z’, ’-’, ’a’, ’h’, ’.’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 35, AVG: 255088.18628133132, MIN: 222578.76204549696, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’g’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 36, AVG: 253412.76687770218, MIN: 221899.39234072572, BEST: [’p’, ’n’,
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’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 37, AVG: 235036.160438097, MIN: 221899.39234072572, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 38, AVG: 243082.69128969067, MIN: 221899.39234072572, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 39, AVG: 257283.46942116483, MIN: 221899.39234072572, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’l’, ’i’, ’y’, ’j’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 40, AVG: 255956.40634407094, MIN: 220877.1729346136, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’g’, ’e’, ’w’, ’c’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’h’, ’z’, ’u’, ’,’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 41, AVG: 240079.40792856753, MIN: 219064.77984244545, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 42, AVG: 243255.298947019, MIN: 219064.77984244545, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 43, AVG: 238685.30539214204, MIN: 219064.77984244545, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 44, AVG: 252496.38918300145, MIN: 219064.77984244545, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 45, AVG: 241937.66632458844, MIN: 219064.77984244545, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 46, AVG: 230731.08540069195, MIN: 219064.77984244545, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 47, AVG: 222094.62631254774, MIN: 218209.62127713134, BEST: [’l’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’h’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’p’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 48, AVG: 222351.33514582165, MIN: 216595.8324731633, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’y’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’h’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 49, AVG: 232682.3992070524, MIN: 216394.26301667103, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
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’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’h’, ’d’, ’m’]
GEN: 50, AVG: 233310.11711150352, MIN: 216394.26301667103, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’d’, ’m’]
GEN: 51, AVG: 268132.4259140436, MIN: 216394.26301667103, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’h’, ’d’, ’m’]
GEN: 52, AVG: 254790.30394134682, MIN: 215919.82781343846, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’y’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’-’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’h’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 53, AVG: 245351.62439126775, MIN: 215443.69703513986, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’y’, ’k’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’h’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’m’, ’d’, ’x’]
GEN: 54, AVG: 244637.22501188074, MIN: 215072.8172241991, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’h’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’t’, ’y’, ’l’, ’i’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 55, AVG: 239076.33123025068, MIN: 215072.8172241991, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’h’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’t’, ’y’, ’l’, ’i’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 56, AVG: 252364.61798885505, MIN: 215072.8172241991, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’h’, ’r’, ’ñ’, ’j’, ’t’, ’y’, ’l’, ’i’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’x’, ’d’, ’m’]
GEN: 57, AVG: 252837.13158089737, MIN: 201654.53545097148, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 58, AVG: 258254.479573951, MIN: 201654.53545097148, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 59, AVG: 248429.29252688284, MIN: 201654.53545097148, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 60, AVG: 253937.10199003003, MIN: 201654.53545097148, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 61, AVG: 261538.22148428462, MIN: 201654.53545097148, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 62, AVG: 254274.71358864126, MIN: 201127.57124625795, BEST: [’p’, ’n’,
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’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 63, AVG: 263078.7524225392, MIN: 201127.57124625795, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’f’, ’o’,
’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 64, AVG: 228205.76114790555, MIN: 201127.57124625795, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’f’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 65, AVG: 245824.7330890241, MIN: 200762.48877196707, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’o’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’, ’s’,
’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 66, AVG: 231519.07391875272, MIN: 200762.48877196707, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’o’, ’.’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’l’, ’t’, ’q’, ’f’,
’s’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 67, AVG: 212784.49630828944, MIN: 199878.47113517125, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 68, AVG: 220223.77276829758, MIN: 199878.47113517125, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 69, AVG: 225757.05532104312, MIN: 199878.47113517125, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 70, AVG: 224449.61445089633, MIN: 199878.47113517125, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 71, AVG: 218307.40383447503, MIN: 199878.47113517125, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 72, AVG: 222138.59062269446, MIN: 199692.55133865678, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’,
’b’, ’o’, ’.’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 73, AVG: 228092.84433763896, MIN: 199675.7107498303, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’q’, ’t’, ’l’, ’y’, ’.’, ’o’,
’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 74, AVG: 221343.38390301957, MIN: 199675.7107498303, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’q’, ’t’, ’l’, ’y’, ’.’, ’o’,
’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 75, AVG: 225141.2523831124, MIN: 199574.85020353604, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
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’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’, ’o’,
’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 76, AVG: 223153.79248706548, MIN: 199574.85020353604, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’.’,
’o’, ’b’, ’h’, ’r’, ’m’]
GEN: 77, AVG: 209421.5542379678, MIN: 198642.70187281523, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’, ’b’,
’o’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 78, AVG: 222387.36089113768, MIN: 198642.70187281523, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’,
’b’, ’o’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 79, AVG: 216619.93277356838, MIN: 198339.08094117977, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’t’, ’l’, ’q’,
’b’, ’o’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 80, AVG: 217748.23841698145, MIN: 198188.86512921687, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’q’, ’t’, ’l’, ’y’,
’b’, ’o’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 81, AVG: 228333.09711006333, MIN: 198188.86512921687, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’q’, ’t’, ’l’, ’y’,
’b’, ’o’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 82, AVG: 206871.6962110182, MIN: 196128.8735032419, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’x’, ’k’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’b’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 83, AVG: 204028.7789147801, MIN: 195825.25257160704, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’b’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 84, AVG: 210127.4048036197, MIN: 195825.25257160704, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’b’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 85, AVG: 206408.26798691865, MIN: 195825.25257160704, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’,
’b’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 86, AVG: 206417.40282032435, MIN: 195825.25257160704, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’,
’b’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 87, AVG: 212516.13201605692, MIN: 195825.25257160704, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’d’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’,
’b’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 88, AVG: 196254.32855996318, MIN: 194903.6459871088, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
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’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 89, AVG: 198680.28800920572, MIN: 194903.6459871088, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 90, AVG: 203192.2106976067, MIN: 194903.6459871088, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’x’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 91, AVG: 208934.3677681007, MIN: 194320.51808578224, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’x’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’ñ’, ’-’, ’d’, ’k’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’b’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 92, AVG: 214025.41706159207, MIN: 194313.28057092137, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’ñ’, ’k’, ’j’, ’b’, ’x’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’,
’d’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 93, AVG: 226974.92898599527, MIN: 194313.28057092137, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’ñ’, ’k’, ’j’, ’b’, ’x’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’,
’d’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 94, AVG: 211617.0857758682, MIN: 193680.04880243304, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’x’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’-’, ’k’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 95, AVG: 201151.145698632, MIN: 193680.04880243304, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’x’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’-’, ’k’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 96, AVG: 222658.17032176378, MIN: 193680.04880243304, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’x’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’-’, ’k’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’,
’d’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 97, AVG: 226659.1454968683, MIN: 193680.04880243304, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’x’, ’a’, ’,’, ’z’, ’u’, ’-’, ’k’, ’b’, ’ñ’, ’j’, ’i’, ’y’, ’o’, ’l’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 98, AVG: 224089.8546024758, MIN: 191183.37827595748, BEST: [’p’, ’n’, ’v’,
’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’l’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’ñ’, ’j’, ’b’, ’x’, ’i’, ’y’, ’o’, ’a’, ’q’, ’d’,
’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 99, AVG: 217674.03559172383, MIN: 191183.37827595748, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’l’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’ñ’, ’j’, ’b’, ’x’, ’i’, ’y’, ’o’, ’a’, ’q’,
’d’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
GEN: 100, AVG: 212101.7167249045, MIN: 191183.37827595748, BEST: [’p’, ’n’,
’v’, ’c’, ’e’, ’w’, ’g’, ’s’, ’f’, ’-’, ’l’, ’,’, ’z’, ’u’, ’k’, ’ñ’, ’j’, ’b’, ’x’, ’i’, ’y’, ’o’, ’a’, ’q’,
’d’, ’t’, ’.’, ’m’, ’r’, ’h’]
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